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WRA RA LILE. 

仿 射 微分 几何 的 创始 人 , 当 推 德国 数学 家 Wil- 
helm Blaschke (1885— 1862 年 ){ 他 是 我 的 老师 )。 他 
的 和 名著“ 微分 儿 何 "第 二 本 ,汇集 了 他 和 他 的 合作 者 
关于 货 射 微分 几何 的 研究 成 果 * 是 一 经 世 之 作 ，50 
年 来 ,基于 仿 射 微分 几何 的 研究 ,还 末 能 脱 他 约 范 
图 。 他 毛 于 单 模 和 俯 射 群 , 服 光 深远 ， 

仿 射 赵 曲 面 的 研究 自然 地 引 到 Monge-Ampere 
方程 ,这 个 重要 的 非 线 性 方程 因此 得 到 几何 的 意义 ， 
对 于 它 的 研究 便 洒 很 大 的 帮助 ,首先 对 此 有 深刻 的 
认识 的 是 E.Calabi(1958 年 )。 仿 射 球 的 研究 是 微分 
几何 美妙 的 一 章 , 对 此 作 重 要 贡献 的 有 A V. 
Posorelov, Fr. 5k 8 . Xp £g 35 5E, 

49r Sb AR JL dep 8 e] EE XE S A Ep 
mAn ERR R S) WIR ZUU ToU Ao ak BI dE dr 
的 发 展 。 信 射 情形 因为 基本 方程 是 四 级 的 ,产生 了 严 
重 的 困难 ,但 也 给 数学 家 一 个 挑战 , 它 的 进展 需要 亨 
NEZ. | 

4 ROB fede Y Up Ap ES JL EE E ELLA, 

十 一 项 重要 的 贡献 。 
陈省身 
1988 年 9 月 于 天 津 


| Jul ! 
从 时 微分 儿 何 j 


Hj Ei 伪 射 微分 几何 是 微分 乒 何 的 一 个 重 
Foke Tat W. Blaschke 和 他 的 合作 者 们 ,按照 
X, 3K BLU JU T8 9 3E E38 TRE 20 Ze (E e| Sr dT. 
"x Xp? 5p wp] aE iR fü Gy dE db dE AGO 5 
变换 下 的 不 变性 质 。 我 国 著名 数学 家 苏 步 青 教授 在 
20 年 此 后 期 对 信 射 微分 几何 作出 了 重要 贡献 ,他 的 
主要 成 就 总 结 在 他 最 近 的 专著 * 信 射 微分 几何 站 科 
学 出 版 社 ,1982 年 } 一 书 中 。 

最 近 30 E Dy S ERU NUR T SEX AR 
就 ,这 主要 表现 在 完成 了 对 完备 仿 射 球 的 分 类 ,这 个 
问题 在 欧 包 空间 的 曲面 论 中 是 平凡 的 ,而 在 仿 射 微 
分 捷 何 中 则 是 非常 深 六 .复杂 的 。BE. Calabi, E JE. 
XP 51 3€. A. V. Pogorelov, T. Sasaki 每 人 在 这 方面 作出 
了 杰出 的 贡献 ， 

本 书 的 目的 是 向 读者 介绍 仿 射 微分 儿 全 的 基本 
理论 以 及 最 近 30 年 来 的 重要 进展 ,我们 限于 研究 局 
部 严格 凸 超 曲 面 。 在 第 一 章 中 ,我 们 用 活动 标 架 法 女 
立 了 局 部 信 射 微分 几何 的 基本 理论 ,这 套 表 述 方 法 
A5 IB ES Eam. * 
m 4 £8 Uno 5] Gk oW) G3. 4€ oL Xx pou 
Blaschke 度量 、 [pp £j -EGA gp €, Blaschke 度量 的 
& E ERREAREN EPEE, X EX 
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展开 讨论 。 第 五 章 研究 念 射 等 周 不 等 式 。 

本 书 材 料 主 要 来 源 于 陈省身 、.E, Calabi, E RH 
Xt £i 3E T. Sasaki U. Simon, R. Schneider, E 4 38 & A 
以 及 我 本 人 的 文章 。 我 的 一 部 分 研究 工作 是 我 
1986 一 1987 年 在 西柏 亲 技 术 大 学 (Technische Uni- 
versitat Berlin) iy i»] 3 [E] , X 3E 4& 35 $ (Alexander Von 
Humboldt-Stiftung) 的 资助 下 完成 的 ,我 起 人 异 此 机 会 
向 洪 堡 基金 会 , 西 析 林 技术 大 学 数学 系 俯 及 U. Si- 
mon 教授 表示 衷心 的 感谢 ! 

我 在 从 说 仿 射 党 分 几 生 研究 以 及 撰写 本 书 过 程 
B.M EP SG GE a F A IE BERG AGXSHmIAS 
帮助 .元 励 和 支持 ,人 也 在 百 已 中 还 为 本 书写 序 。 我 想 ， 
借 此 机 会 向 陈省身 教授 表示 丧 心 的 感谢 ! 我 还 非常 
感激 我 的 导师 美光 蜗 教 授 儿 年 来 的 指导 和 和 培养 ， 

本 书 是 我 和 赵 国松 根据 我 1988 年 春季 为 四 川 
”大 学 数学 系 微分 几何 研究 生 讲 授信 射 微分 几何 的 讲 
稿 , 作 了 和 较 大 的 收 或 补充 而 成 的 。 研 究 生 们 对 讲稿 所 
出 了 不 少 宇 但 意见 ,人 宗 建 辉 同 学 还 仔细 和 阅读 了 大 部 
份 章节 。 本 书 得 以 问 准 ,是 由 于 四 川 教育 出 版 社 的 厂 
A X dE Me e f 1] — 30 RR ER T I 

ATERS Cl ALEX 
eq Rub (US mT TAER B O8 
IAR, gHcT [GR OACOGECGH MR 4m oS Bpef£ 98 
存在 不 爱 和 错误 之 处 , 晨 切 地 千 望 读者 批评 指正 。 


李 安 氏 
1988 年 & 月 于 战 都 
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1872 5E yu 3 D CF. Klein) TE 38 2i H2 28 Z8 2548. 84 99i CErlangen 
Program) 中 把 几何 学 归 为 研究 在 某 种 可 递 变 搞 群 干 的 不 变量 的 学 
科 。 接 球 这 种 观点 ,普通 欧 氏 空间 的 微分 几 柯 是 研究 昌 线 或 曲面 在 
运动 群 下 的 微分 或 积分 不 变量 的 学 科 。 本 书 讨 论 的 “ 仿 射 伍 分 几 
和 何 * 列 研究 曲线 或 曲面 在 “等 积 仿 射 变换 群 * 下 的 微分 或 积分 不 恋 
量 , 因 此 也 称 为 “等 积 仿 射 微 分 几何 ”Kequjaffine differential geome- 
try jo 

我 们 用 A RR n PESCE TIL An RA AARE S LE ERE 
长 度 . 角 度 都 是 设 有 意义 的 。 但 是 可 以 谈论 "平行 性 ”。 本 中 还 有 
“有 向 体积 ”的 概念 .以 ?了 表示 由 中 全 体 调 量 的 集合 由, 它 是 一 个 # 
£E EXE E a, ER Gf P BC PIC EXER T. HI ACOOSERR V 83 & 1X 
外 矢量 空间 , 它 是 形 如 加 A 人 A… An 的 元 素 生 成 的 线性 空间 ,其 
中 A” 表示 处 积 罕 号 ,yw ,… ,六 是 中 的 向 量 。 令 

^ CP) =A (, 


D fDHASETSIRTRC UL FEN E, 


2 仿 射 微分 此 何 第 一 童 ” 局 部 仿 射 微分 几何 的 其 本 理论 


它 是 实数 域 上 的 外 代数 。 通 稼 把 AM 与 实数 域 站 等 同 。 赔 关 
As 是 一 维 线 竹 至 间 ,任意 取 定 其 中 一 个 非 零 元 素 了 3 为 基 ,. 刚 册 
中 任意 个 有 序 向 量 站 ,加 的 外 积 是 它 的 一 个 实数 倍 , 即 
tn AnA aC€R 

MH e EHEM ER. FRITA a EROSIA T HI E A A E EP] 
平行 多 面体 的 有 向 体积 。 如 果 m metn 满足 mA A A 0s 
则 六 ,六 六 确定 的 有 向 体积 为 1. 接 不 同 的 排列 方式 ,六 ,加 
六 能 均 成 的 外 积 有 ai 个 ,但 这 a! 个 中 具有 两 个 不 同 , 候 排列 对 应 
7; 奇 排列 对 应 一 #。 后 省 对 应 的 有 问 体 积 为 一 1。 这 或 古代 ,在 指定 
为 AD 的 基 时 ,同时 也 就 指定 了 出 的 一 个 定 癌 和 一 个 体积 年 
Bh. ERAMA Am AE MsN Rr BUE max. 
91,73, t. BA XE OL HIRR SP EAT TLLA 1T AREE EA 
元 素 上 按 它 们 的 排列 顺序 ? 梅 成 的 a ITAR. EUER vistes 
确定 的 有 同性 积 = 记 为 

gom [orm 
注意 ， a 一 0 表示 eterno, 线性 相关 。 

在 以 下 讨论 中 ,我 们 约 征 求 和 指标 的 取信 范围 为 

IZA, B,C pe m n. 

TE A" P [ERR — R PEARS AER n 个 线性 无 关 的 阿 量 
essezs se 它们 一 起 构成 ^ B3— T DUET IB Pree rss 
e ,或 者 {Piei。 汕 申 的 点 z 关 于 这 个 仿 射 慰 架 的 洗 标 记 为 r= 
zzzy 位 置 天 量 仍 记 为 rz, M 


y = Soarten 
Jp «(5 8T RB Pree rio) E E 


[61,035 ye = l, 
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VER T A Zu dE ET AE Cunimedular af fiie. frame), 

A PIESE SCROE 98 P RAN IBAE K SE TESE D 

pi 一 3r Toc.,4—1,2,.,2. 
WREE PE CoD LAE. 
det(ag) = I, 

则 称 这 个 变换 为 等 积 仿 射 变 拉 或 者 么 模仿 射 变换 。 显 然 有 向 体积 
在 等 积 仿 射 变 措 下 不 变 。 全 体 等 积 仿 射 变 措 的 集合 按 变 换 的 乘法 
构成 一 个 群 , 称 为 等 积 仿 射 变 换 群 或 么 模仿 射 变换 锋 。 它 是 一 个 
n(n 十 1) 一 1 维 李 群 。 它 与 4 中 全 体 么 模仿 射 标 架 的 集合 成 一 一 对 
应 。 这 容易 从 n 任意 两 个 么 模仿 射 标 架 怡 存在 一 个 么 模仿 射 变 
换 把 一 个 变 成 另 一 个 的 事实 知道 ,因此 我 们 可 以 把 等 积 仿 射 变换 
BRA 4 中 全 体 么 模仿 射 标 巢 的 集合 等 同 起 来 。 这 样 ,由 中 的 么 横 C 
仿 射 标 架 依赖 于 n(n 十 1) 一 1 7 & HE REAL Rt, 
oin ji RARR EI HUP Qu! suse t9) pes ut ase 
y+ N, 

下 面 讨论 A* MERDE RILUR FORE PESO. TAI 
外 微分 和 活动 标 架 法 的 该 者 ,可 以 参看 陈省身 和 陈 维 桓 的 书 : 
[ Cher-C ], 

考虑 A' PAARE UP ed it TE — 2623 7) ER 2 , 18. 
$] (P--dP peat de, 2623 / NEC 4P 和 dea nTUUE ER AR (Peu) PX 
mE. Ù 

dP 一 S utes, C15 


A=] 


4 [UE HEC UNS] 5-3 ath 81 eC JL (ET AE e 


H 
Bh! 
de. = > oies, A = 1 (2) 
Bw ] 


其 中 ot o8 是 du di, deot ot 的 线性 组 合 , 称 为 等 积 仿 射 灾 7 
HITAJI Maurer — Cartan ER, € ih FATE: 
wi = [ernt PA) dP eapite, (32 


ob = [eic eps dessen is ttes]. (4) 

(1I C) CI H3 m ze. PP AP Deere] 二 1, REI 
得 到 

ei 0. (8) 

对 《1)7 和 (2 外 微分 (我 门 对 商量 的 外 微分 是 对 其 分 量 进行 的 ) :是 


对 肾 数 两 浴 下 微分 为 零 的 事实 ;我 们 有 
PP—0, de= 0, 


由 此 导出 
do^ = 5 o A oi, (6) 
BI 
CRI 


AB = lH 
(5), COL CO Pg a" 的 结构 方程 或 等 积 伪 射 变换 群 的 Maurer-Cartan 
Jit. 
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2.1 A" 中 的 曲线 的 一 般 理 论 
在 本 中 取 一 固定 的 么 模仿 射 标 架 {93 ,Wy n0. Tin 
简单 清晰 ,在 本 节 中 汉中 点 z 关 于 这 个 标 架 的 坐标 用 下 标 表示 ， 
BU z= (risar), A PARRER A 
y = rb, C12 
或 者 
rz, = rt), ra c, n = x,QQ),. ateb (02) 
XL CP RSE tl EEn A., PRISE Tz SEX CTI 77 In] 
Ardi£EB IERI. JE4A-T XIX 2s A dl £e RT EAR CIE c son p ing 
曲线 也 可 以 取 一 种 特殊 的 参数 PROS OC TUE SEHE. X 
们 用 点 或 者 加 括号 的 数字 表示 关于 参数 t 的 各 阶 导数 ， 如 zz。 
rz 等 等 。 假定 沿 曲 线 re) 
[gr 20 | 2€ D, (3) 
AUELATRA—UXPEXAD 
L2, 2.207 [Dae (4) 
然 它 与 么 模 坊 射 标 架 的 选取 无 关 。 下 面 我 们 还 要 进一步 证 明 它 
与 参数 的 选取 也 无 关 。 引 入 新 盎 数 :==s( 站 ,其中 800720, 我们 用 
HERRAT s HFR” AHATEA ER H re M P a ILS 
示 关 于 ! 和 * 的 过 阶 导数 。 我 们 有 


6 p RTL T ' 第 一 章 ARDHE LARE E 


dox ds 
di 


d's 


ds 
" -——raÜ n [ 2 !F LII 
EC) Tog 


z9 = 2 C +H R ras. P gR- 
”容易 算得 
Lt, er] = [2 ja, O ED, 


或 者 


2 2 
| [过 ,天 zin] [etg — |Le Qf. zi ]| "Ue, 


因此 ,( 小 定义 的 微分 式 与 参数 的 选取 无 关 ， 
曲线 x CO M, a 点 算 起 的 仿 射 产 长 定义 为 


$ 
S = Sla, t) 二 一 | [žm ,z C] [PEROT 
T 


出 此 得 


ds = [t,i O Pt, 
Aj 55493 8E SUC TP AE EX ESCAS 2S ULT RASA PR : 
当下 < 和 时 ,有 
SC £4) 二 sS 6) = SECTIE 
29 p xb fed zoo Hn MEA. F ARGE 
[zsp z] — 0. 


(5) 


(6) 


(7) 


当 # 一 3 18) XA APER HACEN BERE AT A FES, RIT 
ERAIK s 作为 新 的 参数 , 它 除 了 s=0 的 选取 外 是 唯一 确 
定 的 。 以 后 用 撤 号 表示 关于 仿 射 弧 长 = 的 导数 .以 总 长 s 作为 新 的 
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参数 时 ,从 (外 便 有 — 
t p a] = 1. (8) 
IEEE HE CO RA T ERA A 
e = F ybr 一 g'e pp, m a, 


由 (8) I {Fel es ee ETR zt) 的 么 模仿 射 标 架 场 o XC x mv 
架 我 们 有 | 


P —m Po. 
Pz — Pa, 
EEE kọ 
f=] — €, 


XE sS COD ,我 们 得 到 
[2 sD 0D up 
zi 
[eregast see] = D. 
由 于 ese ei 线性 无 关 , 因 此 ei 可 以 由 6,65 7e RER 
d. & . 


el, — — JT — Ese — JFF — ET NEM (93 
EI 
hk 一 一 | 2^ QU, et pit ees 200], (10) 
1 一 -一 ] (Ast — ]. 


我 们 把 TE a ET Fr 75 gir zx rD RTA da, Eit FERT E £s. 
的 么 模仿 射 标 架 场 的 微 商 可 以 写成 


I Eu. 


: ii 9M or JLi —3C€ haih EIL nf ftJ 此 本 序 论 


Pt 0 ] i =. Ü 0 e| 

py 0 Ò ] “a 0 0 £5 

Eje Po: o | : :l i.n 
el. 0 D 0 LL 0 I | | e—1 

el, —k —h —h c 一 中- Ù e, 


He EET JS C AIEA ui RE dE T. RZL.f83E 
T 4»—1 AEE T QR LER ER GO LO G0 vn ELLO GO ,利用 常 微分 方 
程 组 的 解 的 存在 性 和 唯一 性 定理 不 难 证 明 , 存 在 一 条 曲线 x00. 
它 克 所 给 的 函数 E GOL G2 esk C) A N RE M EK TH 
芷 一 个 等 积 廊 射 变换 外 ,这 种 锂 线 是 唯一 的 。 

注 记 ”我们 上 面 定 义 的 仿 射 帅 率 ， 并 不 是 曲线 所 决定 的 诺 低 阶 明报 分 不 
变量 。1 一 3 的 情形 请 往 [Blas 2] K [Su], € X 7 2E L9 A E E 
学, 容易 计算 。 AITARENA. | 

作为 特例 ,我 们 考虑 A^ 中 的 曲线 。 这 时 ,公式 4112 化 为 

| z! = ej, 

pi = e 
| prs — — kel. | (12) 
公式 (9) 和 (0) 北 为 | 
| if -+ Ez! = (, (13) 


ġ = — | x * , z" . 
我 们 考虑 4 一 常数 的 曲线 。 分 三 种 情况 : 
D £—0, 方程 (13) 的 一 般 解 为 


DNHABDJLE 700 NE Ge PMDULIDO Mme 9 


] 
z = yes b ps + y, 


HH agy A ARERR ITI UE [es 2] — 1. Xi iih 
KE AFA RE 
2) b — JESEHIL, RE RREN 
y. = acos J/ ks, t = bsin ks, 
AP ad X E OEDSon])—1 表明 


ab)? = 1. 
因此 我 们 得 到 椭 贺 
EE EN 
QE 
=F) 
A F = nab REM SEI TR. 


3) k= 负 常 数 。 曲线 的 方程 可 以 写成 
ts 二 hv/ ks, t; = beh J/— Es, 


或 者 
?2-1 
k= (ab)? 
XX Té X H £677 TR, 


2.2 A dhizEkTE— $3 RE RI 

对 于 十 中 的 曲线 xfs) ,我 们 称 x2 it £RIPEHDI T R , Pi 台所 
在 的 真 线 为 册 线 的 仿 射 法 线 。 工 耐 我们 导 出 在 一 点 附近 的 下 型 展 
开 式 ,并 用 以 说 明 仿 射 法 线 的 几何 意义 ， 

当 曲 线 由 一 般 参 数 给 定时 ,我 的 有 


IU 仿 射 微分 儿 何 第 一 章 ”局 部 入射 微分 几何 的 基本 理论 


ds = [z,2 a 


4 
[e,i] — V? y, 
则 有 | 
n 
P 
"ni. 9 
D. Ly 
yk 一 二 327 T P 
mE ux p Cal 
由 于 [z,z] 王 加, 因此 
[zz 一 3g!g. 
Mani 0:8] di 28 23 
tuns IRE]S 144 
t= [k ] p (5), 
如 果 我 们 取 x.t 为 参数 ,四 
z = Gib, 


1 mo o I..-&. 
3" = (— i? Reti — i525), 


3 3 


poH. PEN 
to 7o ge E 


C142 


(15) 


a0 


(17) 


ula —71- 5EBUDEST2E SR . E138 cb Dg RC EE E BR 89 X rs 处 ， 
HEE mg 和 xzm 分 别 具 有 党 标 (1,0 和 和 40,17。 根 据 C15) 和 516) ,在 点 


Zo 我 们 有 


Ta = D, Xo = l, f. = 0, 


EE RITTE H RTE A eo MEH REEN 


(18) 


BECA JL DE ADAAL kE 11 


34 SES us, (19) 


TAE Eost oT ANER kk TER zo 的 值 。 

由 于 [x' ,zx*] 二 1 半 0, 曲 线 是 凸 曲线 ;因此 过 点 ro BR E REI Rx 
引 平 行 于 #1 的 直线 , 它 与 曲 伐 必 交 成 两 点 ,为 了 确定 交点 的 坐标 ， 
我 们 把 2, FREU za REDE. 1E 

ry = a 4 zs d- BG zi Y! c y GV 2 ct 96 zx m ns 
把 它 代 入 (192， 并 比较 系数 ,得 到 | 
] a^ —2, =Ù, p == Far, 一 一 Ta， 


因此 ,两 个 交点 y.s 的 坐标 分 别 为 
| p = VE Sa + ELESE VB + w, 


4! 


y. — X: 


a t V A x Ta — 5 LE ly TD — EG drm 


za — Xn. 
3-472 vcl] rp ix d A 9 OR 
mim ELA LI ERE …， 
m, = ETE esa, ` 
因此 ,在 原点 有 
dn _ 
dina u 


JE XXE BE x. ze BHAE EIGI EERE ze 方向 的 平行 落 , 其 中 点 的 轨 
VETE SA zo A) DREES 的 仿 射 法 线 。 

KT AEM 0 中 的 仿 射 曲线 ,有 许 密 有 趣 的 整体 结果 ,限于 篇 
幅 ,这 里 不 作 介绍 ,读者 可 参看 [Blas 一 2j 或 [Su], 


I2 — UNO LN SE-- 2E nnb 0I] CUL ur] ie 


S 333 d) dj Blaschke RE 


我 们 现在 开始 讨论 Hi 维 实 仿 射 空间 ant 中 的 超 井 面 ， 设 
M ji a SEGUE UID 12. M nt! 293698 EX Gounaersion) a E FE 
的 讨论 是 局 部 的 ,为 了 符号 简单 ,以 后 我 们 常常 把 2 CD 55. M 等 加 
起 来 。 沿 OM 选取 局 部 么 模仿 射 丢 架 场 tesetyea et 使 =E M, 
eryez e CT M FEI TUM 是 sCM D) TE s x HP) DT IR] SU] ese. — E 
不 落 在 也 六 中 。 由 和 THBRCDOSUN OX AS oe zh ROS 


可 十 上 


di = 2,901. C1) 
E ' 
qe. = > wen, A -—]1,2,-:.2 +l (2) 
我 们 结 定 ,大写 英 文 宇 母 求 和 指标 的 取 蓝 范围 为 
lZ AB, Ce gnt 1. C (3) 
353 CC RESKORH IS pi CELO HE A 
| Si jdn Lnr EO 


2ad- 1 ko 
我 们 把 之 人、 之 /简写 成 之 ,, 即 省 写 和 号 上 的 指标 , 当 两 个 相同 指标 
出 现 于 和 式 中 时 ， 表示 在 它们 的 取 值 范围 内 求 和 ， 以 后 在 不 作 别 的 
声明 讨 , 我 们 沿 册 这 个 约定 
CE olo, - Lar Ig o pr ARE. eiie, eua 的 对 偶 
标 染 场 ,或 者 余 坏 架 场 。 当 限制 开放 上 时 ,有 


tt uo (5) 
MO C) IPE S 1 中 的 (6), 我 们 得 到 
20 A oot! 0. (6) 


由 Cartan FECSA Chere pA 


Ti S C JL dul 4d--dE  MPUASWJUMEXuE — 13 


ort! 一 D hyo, (7) 


hiy = hs. 
PRETI UOS 
2 kept! 一 or | (8) 
从 1 中 的 5642) 式 知 | 
| cri! = [ese so, dei), (8) 
X 3x HH — 1X DICE XLCOD ORC 水 + 中 的 等 积 仿 射 变 换 是 不 变 的 。 
但 是 它 还 依赖 于 ztM) 上 的 局 部 么 模仿 竺 标 架 场 的 选取 。 为 了 得 
到 与 局 部 么 模仿 射 标 架 场 的 选取 无 闫 的 微分 式 , 我 们 研究 在 标 架 
变换 下 ,(8)? 是 如 和 何 变 北 的 。 设 {zs 时 ,er ;pe 站} 是 男 村 一 个 局 
ah Z BU 1 s S3 CLAIM SEE er ,ef ,er ETM。 设 两 个 标 
当场 的 癌 量 间 的 关系 为 


e^ 一 2 jeter = 1,2,***,n, 
Bsh = OD dpa 十 alentis 
其 中 a—det(aD ,或 者 


(I0) 


> bles , 
£p 一 2 bue 十 aeh 
EPODA GODENE EE., HTAR INEA 
dz = 2 er n 
dej == 2 chez ， 


or t! — 


= ^w, bj =h. 
从 标 架 场 的 运动 方程 和 (10) 式 可 得 
— oer = 2 ante, LI 2 o Pr. 


14 — Dy A RIL(T 第 一 章 o EDD BU JLDTRS REI 


HIE 
中 一 Dad, ^— (aD 
同样 可 得 | | 
art! = [eende] 一 a7 Bett, (12) 
E O1410288] 
hi = ^» actual, (13) 


ODER AKEE SCR BI: BU RR BE COD hy I ETRE B3 
我 们 概 定 0G) 的 秩 rank Op =n J£ TRE ILI 1-28 FER Hf DT 23 4E I 
化 的 。 这 时 
H = det Ci; = Ü. C14) 
B 3» 
H* = deti) = a**t*H, (15) 
当 M 是 可 定向 时 ,我 们 总 选择 与 定向 一 致 的 么 模仿 射 标 架 , 这 样 
SE f a70,1H C150 
gp [8 | a. (16) 
(11). (127 和 (167? 一 起 给 出 | 
|t * N — | 天 FS wat, 
这 表明 二 次 微分 式 | | 
IH 1 S wart (HITS olo an 
KARARIR EREK. CEM EERXSI—TU*SR 
pr E A A Blaschke 度量 ,或 仿 射 度量 ,有 时 也 称 为 Berwald- 
Biaschke 度量 。 当 M 是 局 部 严格 凸 的 超 曲面 时 ,总 可 以 选择 M 的 
定向 ;使 () 为 正定 矩阵 (以 后 我 们 总 是 这 样 选择 ), 此 时 Blaschke 
度 基 是 开 上 的 正定 黎 曼 度量 。 
本 书 公 讨论 遍 部 严格 凸 的 超 睹 面 ,为 了 记号 简单 ,我 们 把 
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Blaschke [iP E iQ 5 
G = D Gyd, (18) 
其 中 | 
Gu = HT, (19) 


AS H4 .5 Fubini— Pick 形式 


Wr.M— Att 为 AU orn apu 6E I.T EIS 
Blaschke ER C FT EEH] Levi— Civita Et. 2088 085 3 8/1 
何 一 样 ,我 们 可 以 在 上 定义 拉 普 拉 斯 算 子 de {zjete} 
是 M 上 的 任意 局 部 标 架 场 ， {0 EL sa} 31 Bp Bam. 
这 标 架 场 下 ,Blaschke ER G y 

G = D Gyo, 

设 了 是 M LARES IB d EM 上 的 一 次 微分 式 ， 
它 可 以 经 过 o' o, RRR, AT o! 805r i 29 fi. H5 
为 了 关于 6; 的 普通 微 南 ,类似 地 ,还 可 以 再 对 天 进行 微 商 ,得 到 普 
通 的 二 附 微 商 f; 等 等 ,了 还 有 关于 € 83 Levi-Civita 连 络 的 各 阶 协 
AEUR TH RET e 的 分 量 记 为 Pufufsec. EOR G h 
Levi — Civta EE B f. B3DMAE DATEI HaT XRAE X. : 

fue = df, fuf. (QD 


D» Fry = df. 一 T uf (2) 


^ fiac -一 df sij -一 ^» Uf vs 一 人 (d) 


16 WARRI 88— 3E — EFREDIAN BOT LITE dE de) 


"a" TFF 


我 们 有 
fr = Fi 
Fria m Foy = » fuis, C4) 
其 中 Roe A e PRSH RKE., EERI EB) MESKE EX 
了 协 变 竹 商 ,对 于 由 上 的 反 变 张 量 或 混合 吾 张 量 可 类 估 地 定 匀 。 
拉 普 拉 斯 算 了 于 4 在 了 上 的 作用 ,年 闵 为 
i df= > Oi, (5) 
PCD HCG. FADH {resene e RT G RAAE 
mE G =D, (ORA 


好 一 fa (6) | 
HE M EXCOSUBAE ERR Qi ases m) mp ue o 记 为 | 
G 一 S gulidw, 
Af 在 局 部 华 标 系 下 有 背 式 ! 
1 of 
4f = F x v s ab). (7) 


其 中 g—det(gD. GG. 
uu xí, z',2**5) ARS M 的 位 置 天 量 , 每 个 分 量 r 是 M 
土 的 光滑 函数 ,因而 4z' 是 有 意义 的 。 我 们 定义 4x 为 


dr = Cdr ds) (8) 
下 面 我 们 引入 一 个 新 射 几 何 量 
¥ = Lar. (95 


(D 54 ULE 51,8, 3 ERR. Kronecker 的 符号 。 
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后 面 我 们 将 看 到 ,这 个 量 对 于 型 的 研究 是 很 重要 的 。 显 然 了 与 亚 
上 的 局 部 标 架 场 的 珠 取 无 关 。 其 次 ,了 是 仿 射 不 变 地 联系 于 M B3. 
因为 对 任意 的 么 模仿 射 变 换 
到 一 ^» afr" 十 c*, 
我 们 有 
4z^ = » afd, 
HD | 
ya = LS das = Sar, 
AP FAY DDA Y AY HR ATE., 我 们 进一步 证 明了 不 落 
TE M d'y tja] T.M 'B. SAM XX RBBDISSCUIBI 138 ne. 
ea," T2 ES T £14, 05, *** ,e,C TM, TEH AR 03122] 7; f£ 


dr = ^ oe 
BI x 的 普通 一 阶 微 商 为 
Zi e; 

再 出 

de; = ole; Tow 
可 短 ,z 的 普通 二 阶 微 商 为 

z leds. (a0) 
ACH PG ho: XXE X: | 

oh = io, (11) 


ott! m C hyo, hij = Ag. 
Hi (22,2 XF G Hy Levi— Civita IEA — [9p pote elits 2 
Ti —— ij —— Uy — da > Pes (12) 
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其 中 7S dp Fig X. 
dt — D Tho (I3) 
j 
EH G— H "V, 和 G"-— H"H, V (o fI 
Ax = S a. 一 > fte) 


=>; py nC CTS 一 Ther 十 Neu) 


= S ot — Te + nes. CHA) 
从 而 有 
[51 y Po, *** SY | = [ee ,£, , Az | 
|| 
= Hu. (15) 


BU Y 不 落 在 型 在 点 zx 的 切 空间 中 ， 

定义 4.1 称 Y 一 一 4z 为 开 在 点 z 的 仿 射 法 向 量 ; 称 过 点 > 并 
且 以 了 为 方向 的 直线 为 M 在 点 2 的 仿 射 法 线 。 

KODRES AIEE Y 措 向 切 超 平 而 两 侧 中 曲面 所 
2E 55] — M, RPS 13 Hg PE TUT EP — 09 . 

以 后 ,我 们 沿 M. 选取 局 部 么 模仿 射 标 架 场 时 ,不 但 要 求 e， 
Das +" 4E, WF M M EL 3E SK Patt A AE IRE UI 1 15:2 77 I] R TE 
(14) 

2,0 Gt Te 一 (16) 


y — Hie, s. (17) 

有 了 仿 射 法 线 以 后 ,4"+! 中 的 仿 射 连 络 以 自然 的 方式 在 M 上 

诱导 一 个 连 络 : 设 和 .Z 是 对 上 的 两 个 任意 切 和 量 场 ,把 工 , 艺 看 

成 A**! Hgy Bet DEAS oir GE XX CB BERG ORO V xZ. 38 V eZ a 
解 成 切 分 量 了 和 与 仿 射 法 向量 平行 的 分 量 WW 


(ETE ogni 第 一 章 RED SICADL(IN)SESRE TIR I3 


VxiZ—T--W, 
容易 证 明 (X,2)~>7 确定 了 对 上 的 一 个 伪 壬 连结 VY', 这 个 连 络 
TERRE (ape tse sa V FII E ARCET IR DJ 
程 中 的 相对 分 量 e. WERIHE M LESTPTXB.—TEV!, 
一 个 是 8 的 Levi— Civita 连 络 , 其 连 络 形式 为 w。 全 
oj — dài = >A, (18) 
或 者 | l | 
| ri — Ñi = A, (19) 
AL dE M DA833K ELIGO, HF 
do! = uw A = Pie Ad 
所 以 
PS — 8) A ei — 0. 
由 Cartan 5| RT A 
A = Ai, | |. QU 
BÀ CL E BL esci 党 着 仿 射 法 线 方向 等 价 于 
2,09A5—0, k= 1,2," (21) 
后 面 我 们 将 看 到 ,这 一 条 件 等 价 于 


I 
i — 


外 微分 orti 之 juo, 并 使 用 8 1 中 的 (6) 和 (7) 我 们 得 到 
2. GI; + hat} — 7 hut — ael) A w= 0. — (23) 
由 Cartan 引 理 , 存 在 hs 使 | 
2. has! = dig + Aut] — ouest — "hue. CD 


D 相 的 定 交 在 文献 中 不 统一 ,我 们 这 里 采用 常见 的 一 种 , 它 与 有 些 作 者 的 定义 
Tide — TOS Tui. 


20 — 5E MG IU H-A FRED ER Co JU f) SE PEG 


hia — ha T hay (25) 
X OAYPEASSSRDAI Hos, 便 有 
1 ] i 
dG; 十 2 4 24408 H 十 Gili 一 » Gao — > Gua 
一 HS S ha, (26) 
男 一 方面 ,关于 6 ARER oj, 
iay — PG > Guat = 0 (27) 


(18, C96) 2D B e PE C 
| I 
Corti 十 a 4L 2!108H)6; — > Grab — SGA 


二 
一 HT Ref. (28) 
7S 
ate Loto = joo, — 
则 (28) 变 成 
aO; — > Guda — GA = HU. (30) 
GOREA 并 对 i.j 求 和 ,我 们 得 到 
nq — 2 5 A = HFIS Gih (31) 
GORIL G", JEA ik RA, MEA 
gj ~ $4 = HFFS) Chaj, (32) 


Arp RIT (200. CDAC. 55— JR 39 018 CHRR Oh 
Eb X: RE, Bri 
P Hb, = dH. 
由 {24) 可 得 
dH = S Hs, =— a t 2 Hot! 十 S HU, 
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有 因此 

(n + 2)a, = HT S es. (33) 
由 (31)、C32) 和 (033) 联 立 解 得 

;一 0, J= l1.2,'**,9. 
MODR ELLA C22) bar. Wi C33 [A 2269-0, 由 
(31)8]48 2,440. XI OO BORORUL C, JEXE Lk 求 和 ,可 得 

| ag AS = D. 
DJ 2 0*4, 0, E] evr 党 仿 射 法 线 方向 ,于 是 我 们 已 经 证 明了 下 
面 的 命题 o 
| 命题 4.1 设 M 是 AH cH IPIE ap Ag ER HA HI o» Greer "rs 

Cari JE TH M B3 A EUDST EAE, dr Cr, C2, rn" ,e,C€ TM , hil Fw 十 1 TH 
着 M 的 仿 射 法 线 方 阿 的 充 要 杀人 是 (22) 成 立 。 


从 C33) 我 们 还 得 到 
| S Ghp = 0. bor 1,2,7,8. O QA) 
j8 (22048 A C262 , BD 48 
dG;, 一 > Gad — 2 00 一 HT SD uo, (35) 


这 表明 H UU, 是 0, 关于 连 络 立 :的 协 变 微 商 ,因而 是 么 横 信 身 
不 变 的 J 全 


Aip = D Od, (38) 
我 们 证 明 
—} 
Ais = FH (Tip e (37) 


HT SERIES iw DAE UK BE. 38 [TI AE C REERI) ERARTZ PRETI T fi 
HSER T e EM bXXQOXL CAERA fent, 
€] ,再 选取 e TA IR E AJIES 2 £77 n JF El ips E Lei L E t". P. 
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MS ER HT G8, 070 G,— H* Fh, ,又 有 h= ð H= Mott! — 
wi。 从 C22) 式 推出 器 ==0。 寻 微分 ett 48 
2,0 A o — dy = 0 A, 
即 有 
do 一 D A jl 一 o). (38) 


E] 29 Coi — oD XE WIR. IR EAR RB JU THO Ae S E CA C Cher- 
CD: GB) LERA E G d' Levi-Civita 连 络 形式 为 


3i = Co — a. (39) 
因此 
Dio = ol — ai = Co e a. (40) 
Hi 于 847—959 (350285 ti 
一 -~ ox — o = HEES of. (41) 
i CADO C4 10 RT (8 
| Aij 一 一 EU 
这 样 合 证 明了 (37)。 从 关系 式 (3417 即 得 
GA; = D, 二 1 ,2 ya (42) 
AFER SHRUR. 
由 25 和 (37) 可 知 , Au 关于 3 个 下 标 是 对 称 的 。 RIAR 3 
EAT XX | 
A -一 了 (43) 


显然 4 是 么 模仿 射 不 变 的 .4 被 称 为 Fubini-Pick ER, CAAT G 
的 Levi-Civita 连 络 与 at 在 M ER UE XE EISE. M. 4 我们 
还 可 以 构造 一 个 重要 的 不 变量 ./， | 
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l 2M 70 jarre — | 42 F 
I = y DOr AA = d AI. (44) 


AP | : |- ÆRATER CAR. J 被 称 为 Pick PER. 

TE D BEIGE , REEN T E RAA EEE 
很 简单 。 以 后 我 们 经 党 采 用 这 种 标 哥 场 。 在 这 里 我 们 把 有 关 的 公 
TTA. 58 VEEE E Sii * £441] R E 014 C2, te C TM sty 

:5 ÆT Blaschke 度量 和 单位 正 交 ,并 且 ern 褒 着 点 > 81/9 HR 
£73 Inl s esto t s0i] 1. 这 时 有 有 


Y —e R= 
H = 1], bh; öp = Gys 
gr = » we, 


de; — » voe; 十 eei, 
At] D. » ol = D, 
ert! 一 一 0) , 


co! 
"Humb 
Erk} 


ax IG ” ox) , 
S Aia = Coi 十 Qi. 


T 2 ULT E ES ze [sg it f 1C P S] ALLE CRRA. 


$5. 殿 型 展开 与 仿 射 法 线 
的 几何 意义 


考虑 和 中 的 局 部 严 衬 凸 的 曲面 ,在 这 一 节 , 我 们 把 上 的 
ART 二 中 国定 的 么 模仿 射 标 架 {03 六 ;yy 加 } 的 坐标 用 下 标 表 
ROB r= Crize), I e E M ER RTE nt LM 
a {xo P1, Pg P2) dpi £0;,77 0; 8 fH A BSI HEY WI. JE A? 
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HJ E— zz BEUIBTAE 3 s dU To ax EJIE a , JF E OE Pi £1, Y 一 P2, 14 一 
£35 JE Tp Bj ar LA Xis ty 作为 M By ZEN ns 作为 zz; H3 ERE, BI M 
在 xo 附近 被 给 定 成 一 个 图 。 此 时 有 


zs(0,0) = 0, 250,0) =), 
FPE z XE Ex r 8j Taylor 3N 
Ta = F D urar + 93 7 十 二 ， C1) 
Tt xo BITE LA F ARDIA EA: 
f| — Cl 0,22 


dts 


35, 0,0) = Ü, 


dà 
e, = (0, 1,2775 


es TEE M TE xx x PHSR I1 2f HIRE 
[6102,04] = ], 


ATERRAT, RITE 


hy; 一 6 二 900 F nem cre 
k Shy — ap 十 tiati t Aet: Doct (2) 
haz = aa 十 tt) 十 azt 十 和 
t CF AES 25.6 = (1,0,0) — 9,6; €0,1,0) — $,3£ EL mim XT 
Blaschke HE EE 22 . Br VA 
Cos ds) = C1,0,1). (3) 
下 面 我 们 计算 M TE zo 538] Fubini-Picek 形式 。 不 难看 出 ,在 点 
xo £j ei— 0, LE Sá t fT 
-t 


As == -一 HU = 一 laa. (43 


2 
由 3 1 PÄERD) ai ip AL 
Gua F tn = D, mus + Gg = D. (5) 
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我 们 记 (11177605 a, 代入 (0) ,得 
2 2 
bf — Banah — b) 十 … (6 


TE AE 


| mo = con 一 sinÜm, (T 
7: = sing, F cosOmn, 
则 nf .52 F Blaschke 度量 让 是 7, M B BOE S6 3E 3X RJ 
d" = acos'B 十 3bsinécos*8 — Sasin'Üücos0 — bsin'?, 
| nasi in " 
b" = beoh — Susinfcos^8 — 3bsin*'Gcos0 十 asing 
AREH 8, 使 8* —0, 3X RE Pick 不 变量 为 
a*? 
J = EX (9) 


不 妨 假 定 我 们 一 开始 就 选 定 了 标 架 场 柄 5 二 09, 在 此 标 哥 场 下 ,得 
到 如 下 的 典型 展开 ， 


r 2 
一 二 人 (一 3zidi) 十 ee, (10) 
其 中 Pick 不 变 基 为 
EN 
J = 2 


现在 我 们 利用 曲面 在 一 点 的 典型 展开 ,给 出 仿 射 梁 线 的 几何 
SER. DIEA 中 的 封闭 曲线 , 它 转 戌 移 区 域 记 为 9， 假 定 区 域 
Q 内 均匀 分 布 着 菜 种 物质 ,这 些 物质 的 重心 由 下 式 确 定 


| ade ' 
zd Kk = 1,2, ll1) 


fav 
[e 


Hp o EA PREREZ. REGED REA. 

我 们 用 五 表示 M4 在 点 r MTE, ARENEDA, 
过 点 xo 附近 一 点 且 平 行 于 五 的 平面 交 型 于 一 条 封闭 的 曲线 也， 
所 图 成 的 平面 区 域 8 的 重心 记 为 == (054,52,53), 当 这 张 平行 于 


f, = 


26 . 仿 射 微分 几何 第 一 音 ”局 部 伪 射 微分 几何 的 基本 理论 


7 的 平面 平行 移动 时 ,重心 8 就 悔 成 一 条 重心 曲线 SCO, OS T AE 
于 计算 5 的 坐标 ,我 们 引入 福 面 坐标 | 


ži = PCOS”, | 
d. = rsin, (12) 
T3 = F, 
MRA ETT A 332 
2 
上 一 可 + ge 十 + (13) 
其 中 e—aCcos*0— 3cosDsin?*0). Fz y H[ (8 
r= It +t (14) 
因此 重心 号 的 堂 标 为 ， 
| | | ricosOdo 
hr 一 一 E -5 , 
B ru 
f 7*sinOgü (05) 
io = E — 
i pdo 
S3 Lm Ü. 
TE CLASAL CIS) ,并 注意 到 


| ceosou = af Geoso — Scos'isin'0)48 一 0, 
| ” esinodo 一 a| eos'0sing 一 cosin tjd? = 0, 
便 得 到 

NS = 4n + [4], 


| hacaospdp = [6], 
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| wisinoa = [6] (16) 
EH 
S,—[4], S-[4] S5&—ft4, 
式 中 [4]、L6] 分 别 表示 的 4 Br.6 阶 项 。 因 此 在 点 ze IR EO, 
dS ds dS — 0: 0e], (17) 
H MES 2 的 售 射 法 线 与 重心 线 SCD 在 点 各 的 雪线 重合 。 如 图 
| 所 示 。 mE 


[" ! 


ATOE d IPEA CBE a A TL EET ABL BETA A -5 (100 gel 
的 典型 展开 式 , 仿 射 法 线 也 有 同样 的 几何 意义 。 


$6 仿 射 平均 曲率 


设 妈 是 机 ”中 的 局 部 严格 凸 的 超 曲 面 , 沿 着 M. 选取 局 部 入 
BE RAUS ixser, 0257 , P1] Ed Pei, 8234 7** FR E TM ,es HES 
z 的 仿 射 法 线 方向 ,于 是 由 命题 4. 1， 


28 HAAA SG — ee UP SERERE ULIS E Ac iG 


ut! 十 x — zogi 一 = . . (1) 


外 微分 (1), 得 | 

29a A att! — 0, (2) 
外 于 M EAH E Sg. SO» f EO XX3XE EIE. ert. 
oit'.e ust! REER. HUC HOD 


uia, m — C UH, (3) 
D 一 p. 
因此 
aai 一 一 > Mi, (4) 
其 中 
b= > ha | (5) 
PU 次 微分 式 i 


一 Danat = Seo! = D Aste. (6) 
RATA RE TEU INER DERRER T 8 的 变化 情况 ， 


M 


i == > afe; 


a+] 一 站 lo ls 


KB a-—det(a)., pp $ 1 "HIC X, : 
ort! = [er seg perpet pde] = > aait (7) 


男 一 方面 ， 


dery =E= a de,; mod £I 


- 


( EPA o SREE ELR., 


frt 43 JL AT A-ok ASIRLAR 29 


desp = Dole mod rpi» 

deep! z— 2 eie mod Papis 
因此 

Dea m a 2 uoa. (8) 
(7) 和 8) 一 起 给 出 
— 了 H = a opat 一 一 pare cort, 

x e] BERRI ERREA GP T ATO). BILD 3X 
T M ff) Blaschke 度量 6 的 特征 根 ， BI KERE CFO f JS ERL Ae Us 
射 不 变 的 。 这 些 特 征 概 被 称 为 M HAH xdi Ais Ant Ans 


令 


=h E e» 
HW 
f = i.2,.,:*v.n Lo: I. 
ir WEERA M AIE r BHAA EIE. FEES Zi HEER ZU M 0108 E 
率 ,显然 有 


b = LO geni. (10) 
WE Ze=0 的 超 曲 面 称 为 仿 射 极 大 曲面 ,我 们 将 在 第 四 章 讨 论 
E. 
以 后 ,我们 把 五 称 为 M 上 的 仿 射 第 三 基本 形式 ,并 记 为 
B = D Byd, (11) 
其 中 


B, = D ihag (12) 
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$57. dHdikEX 


7.1 仿 射 余 法 天 
设 At PERHERE HF, HERE v BXEIBE SRI VT, 
153 HIE XE VIE) dA EX TERR SX PETS REEL SE [RI]. 12 0438 — - 
n-c-liE3CERTEZS[HI. Hp r PAA PER” EREE Wi E T — 
个 不 为 零 的 a 十 1 该 外 天 量 作 为 n'oa. BEFFE ARN 
同 构 i: A'C oV * gx P e R E RT ELT RS SEC : 设 eoe treng 
Atv $J—3HAE CH Elea] 5 Bl ei A er A t Aes 
指定 的 a 十 1 次 外 共 景 。 设 a 是 4 请 中 的 任意 一 个 元 素 , 对 任意 
HJ vE aA o E ntl KARE AMAER CER, iE 
GÀ vean Ae AY A ei 
QD V^ PATRE, XE v EEEN 
Cav) = lile), 1— a, 
其 中 过 ,>>:FXT 一 下 是 典型 配合 。 不 难 证 表 i EA Ayy 
的 一 个 同 构 。 站 这 个 同 板 下 ,我 们 把 A'CO S r 等 同 起 来 。 
设 MEA sS Bord ilg o TE $ 4 PRITEN TDI 
射 法 矢 的 概念 ,现在 我 们 定义 售 射 作法 和 关 的 概 您 。 对 每 一 点 2€ 
,存在 一 个 仿 射 法 向 量 YEP, 它 横 夫 于 T.M, 我 们 按 以 下 条 件 在 
Ar EL-I RRE UEF, 
(Ue) = 0, Vv€ T.M, (1) 


Q(U,Y) =j, (2) 
不 难看 出 ,是 唯一 确证 的 。 
定 兴 7.1 MCDA ER F PAJE U SE Boy M XE 
点 z 的 仿 射 余 法 天 量 。 
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ATEM DHORSETEUS 3x HE e+ 一 了 eye eye 
T-M W U TAS es Aes A Ae, 等 同 起 来 ,因为 显然 上 面 的 (1) 和 
(2) 满 是 ,一 般 地 ,由 $4 中 前 (17),V 可 以 与 He Aes A n Ae, 等 
同 起 来 。 | 

下 面 我 们 计算 总 的 拉 普 拉 斯 AU. BT acm d 
选取 无 关 , 为 了 计算 简便 ,我 们 选取 局 部 么 模仿 射 标 架 场 {zreyes， 


or sé HE ej y62, ** e, C TA, js €5, *"" . E, XT M 的 Biaschke HE 


E 8 是 单位 正 交 的 ,并 且 了 =etis 这 时 H-—1, tiO, Gh, 
一 下 。 对 于 一 个 而 定点 * 算 戏 , 我 们 还 可 以 要 求 (参看 [Cher 一 如 ]) 
wi — D, (3) 
(of) 为 Blaschke 度量 二 的 连 络 矩 阵 。 在 这 些 条 件 下 ,我 们 有 
dU =de A ex A - A e) 
一 e A cA 68 À eT e+1 A ena À 7 À e. 
t CS oDa A e À nA e. 
— 2C A cA ea Ness A Gua A rn A eo! 


(4) 
即 
U; = $ hue A A62 À Be ÅA eth" Ae c ) 
i 9 
一 6 Å ce Å Bii Å eg A eia A e A e.. 
FF US 


dU; 一 5e, A A ej A de Ae ÅA c 865, 


Ei 


A e, A e A c A eS db wore A 6 A À e, 
— C» oDe Act Gia A exi ÁN anA Ae 


Es 


32 WIRI 给 一 草 Fani WT ILICE EI 


十 ^ ole; Ace ÅA em AÀAe6A FEET Ac Àe6aAÀ Cai 
k i 
A PHI A^ (et n £a 十 TEAT A e A^ dn ^ P. 


=— > oW, tuU. (6) 
Hi (3) ,在 点 。 我 们 有 | 
A= Lo — Ao, (0) 
把 (7 代入 C6 ,并 利用 $36 中 的 上 1027 我们 得 到 
dU, — ^». (— » AU — Bo, (8) 
329 一 《一 T XU, = dU, 
Rp 
Uy =— XAU BD. (9) 
Hr $4 rag COR C2, 我们 得 到 
JU = — nLU. (10) 


HF r ETAWA, WAAGE A M 上 成 立 。 


7.2. (a8 ix ie uad 

311565; Hi 93 BEoR STR I AMATERA. AR M XX 
ZOBUL AMT ERASER (reis es rtu BE espi mY sert Se € T.M, 
B COT 


(L,e) = D, C11) 
IPRA OON 
0 = PUG + D ejor = 2 UY, 
因此 有 
oY = 0, i= 1.2.5.8. (12) 
外 微分 (11) 得 


0 — UL ew! M TS vole, + otegi) 
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= > Une) + Ow, 
HEA 
(e =— G (13) 
EX 7.2. 19 bM A'U RIIE W ILE ER ERL EX 
| pix) 一 《号 — r}, £ E- M 
A4 M ETF b AJH fline support function. WIE b= 0, ¥i 
pir) = (U, — r) 
为 M XUT ER ERESHBSI HEURE. 
FARFA OJE aR 4p. BOLD RIA 
dp = (dU,b — x) + QU, — dx) = Dd ~ zv, 
因此 
pi 4QUb rj; 
由 $4 中 的 公式 (2)， 
D Prg —dp, 一 jmp; 
— dU, b — z) + QU, — de) — Sp 
— (dU, — ^ oU jb —z) 一 Dre 
= ^» (Usb — xz) 一 (QU, ep Yor, 
ERE e C102, (13248. 
dp = (AU ,b — z) +n —— nip t n. Cid} 


$8 二 次 曲面 


8:1 三 种 典型 曲面 
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对 于 4+ 中 的 局 部 严格 凸 的 超 曲 面 ,我 们 已 经 引入 了 
Blaschke 度量 .Fubini 一 Pick 形式 、 仿 射 法 和 关 、 售 射 余 法 和 关 , 以 及 和 仿 射 
平均 曲率 和 Pick 不 变量 。 以 于 我 们 对 几 种 特殊 的 曲面 计算 这 些 风 
何 量 。 由 于 当 as 中 取 定 了 一 夯 定 的 么 模仿 射 标 架 后 ,4 如 +1 与 
kt! 同 构 ;因此 本 段 的 例子 在 R'*' 中 考虑 。 为 了 书写 简 使 ,在 这 一 
段 中 我 们 用 十 标 表 示 BUS 中 的 坐标 , 即 e= Gin xD. 

例 1 — E SUI i 


Mica = dr dez db db D. Gista pa) € Re, 
我 们 选取 如 下 eri A 58 03 REA ES: 
e1 —(1,0.--*.0,z). 
ez = (0,1, 0, 7,0, x. 


es —(D.*.0.1, 7,2, 
e,44 = C0. 7.0.1), 
容易 算得 j= ijo 因此 Hl. (ry ijo B M 83 Blaschke Hr E 


为 
G = dr 二 def + e + dts. 
不 难 算得 
dz, zü. Afta = D. dz, == Ü, 
Ana m AG! nibo db iP) = n. (1) 

因此 | 

Y = (0,1,0. |) = e. (2) 
由 于 de,+1 二 上 0, 我 们 有 wp = 0. 因而 

Ai == À3 == +++ == Aa = 0. (3) 


男 外 ,在 我 们 所 选 的 标 架 场 下 、 w 一 D co? = Ü ;因此 
A, — 0, J-—D 
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例 2 本 球面 
TE. 54 EHI, 


其 中 aas assa 为 正常 数 。 psv 的 方程 可 
以 写成 
a? t rf t o t i 二 7， 

r AERE. XE Et 中 引进 自然 的 殉 氏 内 积 ， 

rg — rip: + ragya t todo Eyn Rt 
在 M 上 选取 按 这 个 内 积 的 局 部 正 交 标 架 场 ER LITISTELIET TEIE 使 
0161, 7*6 Et 是 点 的 单位 法 向 量 , 并 且 指 向 M 的 内 部 。 
适当 安排 让 ea 的 次 序 , 可 鸽 Lelses 和 e+ 一 1。 在 这些 条 件 
下 ,我 们 有 


eati 一 一 Le, (4) 
1 
de +1 一 一 Ye 
art! =— e = Li, (5) 
1 H 
hij 一 了 H = PX (9) 
—2Z 
Gi; == pid CT) 


FH 86,89 分别 表 示 M EH Blaschke 度量 和 和 上述 Rt 中 的 欧 氏 内 积 
在 形 上 的 诱导 度量 ,出 


一 工 


G re. : (8) 
iE 4 小 分 别 表 示 关 于 和 各 ?的 拉 普 拉 斯 算 子 30] 
de = PHA. (9) 


Fi EX EC as [RT ER IET T] 1 HI A 


J6 — MEAT UL [SI H- R ARTHA Uf] SEE iC 


djs = eua 一 一 Ae C10) 
ar I 48 E 
| 1 2 _ 2k--2 


上 式 表 明 M 的 仿 射 法 线 平行 于 位 置 拓 量 。 其 实 这 一 点 不 经 过 计算 
也 能 前 出 。 设 过 点 x* 且 与 球面 相 殷 的 超 平 面 为 #, 则 与 # 平行 的 超 
和 平面 与 球面 相交 于 一 个 恢 一 维 的 球面 ,其 中 心 的 较 迹 就 是 原来 的 
球 的 直径 。 由 5 中 人 入射 法 线 的 几何 意 久 立刻 挫 出 此 结论 ,下 面 继 
续 计 算 仿 射 主 曲 府 与 Piet 不 变量 。 出 45) 我 们 得 到 


= SECO + Co) 十 … 十 C1]. (12) 
因此 ,B 相对 于 9 的 特征 所 为 
n+? 
和 一 和 一 一 和 一 和 CU. (13) 


又 由 于 G 二 "Ty ,不 难看 出 
wi — wi = 0, 
因此 
Aa = Ù, J = 0, 
例 3 Xl 
M. x 二 

其 中 c 为 正常 数 。 ERU 电 引 入 闵可夫 斯 基 (Minkowskiy 内 各 ， 

Kray S py F tagy H e E ERa — hno rp € RU, 
对 于 并 下 的 点 ,有 


< 一 一 ,或 二 二 ,一 人 > 一 一 1， (14) 


ES It. 
< drz >= D, 
在 M ER ASA i* 1615625 *** C41) , E CLs c T.M , hi 
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EE r ilH aia: 


eL OU qp > D, eL Te 一 一 C153 


ip 


cL BV.e; m gu 
Bi ERENS OP BI PEE da Moz BERI Co 是 正定 的 ;因此 县 *+' 中 
55 pg n X re HE dde M CATTA EERE., TR BENI S 
FF Gchinidt E 32 751 RT CB XE ees ie dI M ERIE 
RAUS. M RUE C aE eA EEE LU 
i Ù 
《< eaer >) 一 


Ü — 1 
ic e= n gag D RERA Loon X ER E.TEL 
a in 8H 


| ( 
yi 5"! Ur "o 
| 1+] | 4.1 Nu 
Thea à ME "i " "ni 
. Ü 一 1j 
| Q 
i 1 
0 -— | 
[P3 t 
"n tl? 
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适当 选择 次 序 可 使 [een en] 二 1, 即 它 是 MM 上 的 么 模仿 射 标 
A8. H eee64--—1, Kehe = D, P= 


dij 可 得 
sn ex * le, Lr et ele. 0bae 2x 0, 
Ga = ux. (16) 
与 例 2 中 类 和 似 的 计算 可 得 
TT 二 obp = Pad C17) 
G, = CFS, (18) 
y 
dg = Ct Ag. (19) 


现在 计算 At. 由 T 


de, == > oe, -F Z afent» 


容易 算得 
daa e, (20) 
M. £5 3T EX S | 
y = S, (21) 
即 仿 射 法 线 平行 于 位 置 矢量 。 不 难 推 得 
B — — LG! 十 (QD! 十 …… 十 Qn), (22) 
因此 B3BXI-F € R71 BER 24 
k = meom Ao E (23) 
再 由 (148) 推 得 


Aj, = D, J = D. 


8.2 J 二 0 的 曲面 
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我 们 看 到 ,在 8. 1 的 三 个 例子 中 的 曲面 都 满足 == 0. FA 


”定理 8. 1 就 说 明 J 一 6 实际 上 在 局 部 上 刻 划 了 上 上 述 三 种 曲面 。 


定理 8.1 设 玉 是 4 人 中 的 局 部 严格 是 的 超 曲 面 , 如 果 在 六 上 
处 处 本 二 8, 则 以 是 上 述 三 种 曲面 之 一 ， 
WE BA TE M LERRAM A InEIESE (ze 8n ttt eua] , 使 
Gyu = åpen = Y, AF J = 0, IU A = 8， 从 面 由 $4 中 的 
(40035 ,得 
cr efz0. (24) 
让 微分 (24) 式 得 
ert! A elu Fest! A aiu c 0. 
把 oiu, = 一 S Pant! 一 一 PISA EXER 
2. GU? + oR) A a! m D, 
办 此 有 
Gd + A" — dui? dt = 0. (25) 
TE C25) P 883£ UBL A 


= a, 、 


其 中 4 二 二 DR 。 AK 


afp: 一 一 ga (26) 
外 微分 (261 式 得 
da A e 0, i= 1,2,9,n. 
因此 | 
5 二 常数 ， (27) 
下 面 分 两 种 情形 讨论 : 


— — 9 


15 a = O,E[I Gi = 0, 由 此 得 wei 一 10， RUD e nR, 
我 们 在 AH rr ISDE B3 LRS E E e = (0, 7,0, 3X 1X 
9j M V) RER E PY IR, 
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Xi 一 fr n) 
Bin AB 
20 = (0,0, 7,0, 55, 
z m 0 
Ps —(0,1, MEL 
.一 r0 2f 
e' -—(, by 
RETARA 
E &f 
a= 0, Aj FE 
HT RI 一 Ü, 占有 
H—C-W- 
因此 


Cu = QUÀ. 
但 是 ,由 84 中 的 (35) 有 
46, = dG, — ar 一 2 o0, = D, 
Ax 6 二 常数 ,因此 


=f 12 
h = p 85 


RE f EDET E A R EE ig 
ti = mrt + mra eo € A an, 
KP aSo PAA OEE AE STARE, EE E 
PX 
ta = plat db rt t ee +n), 
HH poy OGA*E.GXE— T4 SAM. ~ 
2 — $50. 由 (26) 式 得 
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dix 十 + 一) — 0, 


HD 2 5f — 常 拓 ,变动 坐标 原点 ,可 以 假定 
syi 77 AT. (28) 
Np (05205 mo tt pa) 是 A! 中 一 固定 机 LM SR ETF 
ZTR St ^en E ARA SEC aas eit tete o BUT. deci 
—-— a D oe ,我 们 有 


un IC etne) 一 Setet, o 一 cte e, Uy. 
51—3y iu. E de; — > ode; 十 POSCIT QAO 
aC 7» ee?) 一 » etel uo -二 D afeta. 
从 而 有 
iC eth 一 一 1 etet), 
Pp | 
Derer 十 etren :二 ca = H A. 


令 
1 1  - t 
e e? Pati 
* * $ 
E = * i |. 六 二 l + 
L| 学 i | 
et! ej" ei 0 RS 
a 
Cil C]? C1n 
C = : |， 


fi 1 Opi z "T Cati spl 
是 常数 和 矩阵。 我 们 有 
EFE = C, 
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式 中 E RR ERIE CUT MA [8 XE xà ze» felt 148 BT ERAT 的 
ZEE ERA "isa. ttt ht. TE Ha = ea ro? s AA MITE SH ro, E 23 B. ht 
RE. RH E F= C BUT C AEA ROE EE. PAUE 型 上 处 处 威 站 


EFE =F, 
从 而 
EFF-!B 一 FC. 
比较 上 式 两 端 第 # 十 1 列 , 第 nn 十 1 行 处 的 元 紊 得 
2 (Gu! 十 aCIED! = a 
HO8) 8 
2 lari, = +, (295 
B] Ww EAL T LH (260.a te E M BE E HERR BIS 


Aj = A — 3 — À, — a. 


3 a > 0 Hf IEZ Riata R 
| TY” 一 EU. t= | ,dy 
fg = aP Fip, 
《29) 变 为 
s 
zti ar? t e t a Sa H, 
E E I ERAT. 
z a < 0 I,E M TAE 


一 1 
| z ni (一 ay Tiy i = ]1,2,-,R 


1H 
£Aa = (— a? th, 


CDH 


at? patt 十 bafi ath — (— a) 8, 
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它 是 一 双 贡 面 。 证 毕 。 


39 基本 公式 与 基本 定理 


Wt M JE ant rp f REN P T ELE HE LET 
个 二 次 第 分 形式 租 一 个 三 次 微分 形式 ， 
6 = > Guo, 
EB — > Bj, A == » Apdo, 
8 和 4 满足 反 极 关系 ， 
POA = 0, k= 1,2,-,u. 
这 些 形 了 式 不 是 独立 的 ,作为 超 曲面 上 的 微分 形式 ,它们 还 满足 进 一 
步 的 关系 式 , 即 一 组 可 积 性 条 件 . 我 们 将 看 到 C 和 4 是 基本 的 ,好 可 
以 由 它们 表示 出 来 ,下 面 我 们 就 来 研究 这 些 关系 ，。 
Tk M EER Jay 8p zs BG ST 23 35 EA TNNT Ti fr$.E£25 
"t? & E. € T.M, Ui — ijs B1 ~ Y ,由 
dr — oe, 
de; 一 ^» ole; dox eui, 
despi = SC 


Gr | m gi, oti = = 


(1) 


一 次 微分 式 v! Le oil 满足 下 面 的 结构 方程 ， 
ol = D, (2) 


di WARIL 55--Xt Ny di wen Lim pie 


doi = of A ott A uuu, o — v, (4) 
deat1 一 2 i A o, (5) 
H3: C20 — CO gk de CORB BEBUPE AT «TP Bi 384 130 2x 28 RDPATE SE TE 


用 G4. Au. B; 表示 出 来 。 在 我 们 所 取 的 标 染 场 下 有 
~ l 


ch” == 7 0 m ey ) T C6) 
uj — e 一 LG +o) = > Apo, (7) 
oiu. 一 一 > Pert! = Pel, (8) 


外 微分 (7) 的 第 二 个 等 式 , 我 们 得 到 
二 
一 2 dAn 十 25 Aue! A of. 
再 把 (7) 的 第 二 个 等 式 代 入 上 式 得 
27» Aa > Aud — D Aa — D Apo) A 
= er! A ola Wt A aiu. 
JE oi — e - E Aet RAER GIEH A 的 对 称 性 得 到 
275 A, — D AGO! Di Aady — Agel) A of 
= A eia det A eis 
BD RE 
25 Agel A of —— 2 GP + Ga) A at, 
AHP Age: 表示 Aa 关于 度量 妈 的 协 变 微 离 。 由 上 式 可 得 
Aust — Ara = DOs + du — Dal” — dg. (9) 


仿 射 微 分 儿 何 $E RADHIA EE fo 


设 Oi Ra DA M XCEO WEREMA RKE. HR 
& JLi AAEE zo s 
Qi — do! — "9 Aw, a0) 


Qi =— LL ue! 人 al, (11) 
把 C7) 代入 (10) ,整理 得 到 
Qr =a A o — > Aa A 
— S Auc > MA) A ot > Amda A oft. 


因此 
Rim = (Ages — Ag + CG — à?) 
OBS CA uAs — Amis 

(12) 

jg COO 4S AL CL2248: E 
Ru Gal + 04 — d — oa 
| (13) 
十 > Amn — Aada) 

yr ik 5r O8 | 


Dt Dt Pu A et = 0. 
HF 5;— 6; , 则 有 B, = 如 ,再 利用 | 
ot = 275 Aa." — ox, 
我 们 得 到 
X Ba 一 Bel — S Bua A w — 2 5 BaAso! A of. 
把 o; — à/-F D Auot 代入 上 式 得 
24 GB, — DB — PIB) A e! = > BaASG! A or. 
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FH JE TEE HH | 

Bas; — Bjs = DCBidn — Bada). (14) 
Z3 C90. (132, (HOREETTERRHI £ ROA RIA FIE h, 在 一 般 
的 标 架 场 下 这 些 公式 变 为 


Ain si — Aig — iB, 十 CaBy “一 Cuh a -一 GuBa), ' (15) 
Rimu = = D CAT An m Af diagr 
十 (Gab GBs 一 CuBp — Gí4B,), C16) 


Basi — Bj = 2 ,(lsAÁ — BAd). (17) 
公式 (15)、(16)、.C17) 的 等 号 两 端 都 十 张 量 ,它们 已 在 一 个 特殊 的 
么 模仿 射 标 架 场 下 成 立 ,因此 它们 在 任意 的 么 模仿 标 架 场 下 也 成 
Me 
本 节 开 始 时 我 们 说 过 ,8 可 以 由 和 4 表示 出 来 ,现在 我 们 来 
证 明 这 一 疡 言 .事实 上 ,在 公式 (15) (167、《 177 中 通过 对 指标 的 缩 
并 ,我 们 可 以 得 到 以 下 的 公式 


yr 一 65 — Bg), | (iż) 
Ra = D AP Ani 十 3 Da + Ls, (19) 
^ B, ri = Ulin t > BiA, (20) 
Hp R39 M EX UU fex (Ricco HERE. haD 
X= J + Lis (21) 


式 中 
f = Rm DOOR 
^ msg(n — DTG I) T 


ERFIR MTFC AiE Gcalan BERE X qoe A SET RE dh 
X. HDM C212 HT 4H 
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B,.— (Z-J)Ga 一 SE (22) 


B] B; 可 以 通过 Gi 和 Aia 表示 。 

现在 不 难 证 明 以 下 的 唯一 性 定理 。 

定理 9. 1( 唯 一 性 》 设 MM 73 AUU CBS PET IRE Fer TS BARRE HE 
面 ,f; MM — M E—"1-0R T ISIBR E 

G— fü, A-—f['À, 
式 中 的 产 A FB)UIBRSI F. BUXEISERST, I MM 13H38 4*+! 中 一 个 
么 模仿 射 变 换 。 

证 明 WE M ARRAMA ERA (Treerne) ;使 
€5,0:,7*,6 € T,M, Gy = dj Y = baias Ge = f.le, lxi 
<n, Ra WHE M 在 点 fCz) 的 仿 射 法 线 方向 ,并 且 满 足 [5,6， 
ees ati =], irj 

B= y Gy = Bis Aig = Aj, 
Jtsbi 10 £618 f'o 与 ww 等 同 起 来 了 。 因 此 
Y = e,,;. 


由 此 推出 


从 (5227 还 可 以 得 刘 


Ba = Bo, Gai = oby - 


| B r E M AIE SX MIE ARIE o (行列 式 为 1 
或 一 1} 可 使 
Ty = gf(xo),  ei(zo) = ae Cro)2, 
ex 1 to) = e Ces cio) 
WrdkM MPEG JEHO EM Bx E COSE 
组 常数 微分 方程 ;由 于 ou! — es. uw! — o BRE ORE AEZT ERI IRI 
LOS] EDI] PE — EE XE BE BI H, x0 55 o0 TEL x AEREE, M 
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dE OM). uS. 

下 面 我 们 讨论 存在 往 问 题 , 设 MdE—-re-iBXN WLEÉ.xEM.IE 
给 定 了 正定 黎 曼 度量 0 — > Goo! 和 一 个 对 称 的 三 阶 协 变 张 量 
场 4 ,满足 条 件 04,—0, k—1,2,-.2. 我 们 希望 找到 一 
些 杀 件 , 当 Gy、Ain 满足 这 些 条 件 时 ,存在 一 个 局 部 严格 凸 的 温 入 
xX: 和 从 这 个 浸入 的 Blaschke 度量 和 Fubini- 
Pick 形式 。 

让 M laud c E BUDE SEACERARES (otl uot) ,这 
HT Go 6. 

G = (o)! 十 (oz 4 e Qo. 
Hi e JL 0p Er] Jos E RD TEYEPÉ — 8) — 2B 3 2L, ol, f 
dut = e A ojo t d$ — 0. 
Ea 
al = o + Aipa, 
由 Aia KIX PETER E 
a + a — 27 Ao, 
do = So A oj. 
由 条 件 GA. — 0 ,可 得 
$e = Ü. 
E RRE fp (22 — GPAI A FERE MTE 
. e RR dE fb tr EJER ae W ODAC) a 234 2 = 2 时 ,存在 扒 一 的 
形式 oh ,使 
dui = DA A tHo A ci, (23) 
而 不 需要 附加 列 的 条 件 。 事 实 上 , 令 
0] = do 一 人 > A el = aie A wf, 

nA 
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ai + a2 = D. 
再 令 
oj 一 一 Buio! — Bnw, 
qu^ = 一 fao! — Bao, 
代 六 C23}, 可 计算 出 
Bu S= är, Bi S Huc——ac—ay, Bu =— a. 


前 面 推 出 的 公式 (9) (3330. HL CBE ERER GODOM., BE 
(08), C] ELSE. EE B, = (0 — JG, — Aa. MERAT 
组 冲积 性 了 条件 <5) 了。 由 前 面 的 推 守 可 知 , 它 等 价 于 (17}。 而 六 二 
维 的 情形 只 有 了 两 个 独立 方程 ， 

Di2,1 — Bis: 一 » ,BuAnz 一 2 Badu, 

Bay — Bg. 一 2 Bani — > BaAas 
它 等 价 于 以 干 方程 : 

25 = D Bas — D Badu, k= 1,2 
BẸ 

(X — J} = D Amada — O Aust (24) 

TEH Ap Cy WE CD 式 时 ;可 积 柱 条 件 (2) 一 05) 全 部 满足 , 因 
Jt 7; TEACO nS. Mor TEE IR A x: M — 咎 ,不 难看 出 ces.es 是 冯 
模仿 射 标 架 场 Jf BEBE Gy, Aia 为 Blaschke 度量 和 Fubini-Pick 形式 。 


EE. R HEITE E, 
定理 3.2CRadon) 设计 是 一 个 二 维 允 最 流 形 ,其 正定 的 歼 受 


度量 为 C= 二 D Gwo, W 如 Je TAPER RAE SE RE WE 
2 Aa = OG = 1,2) 和 可 积 狂 条 件 (24), 则 车 在 一 个 局 部 严格 
Pil iA reM — A ,使 Gin Aa 分 别 为 该 浸入 的 Blaschke 度量 和 
Fubini-Pick 形式 ， 

当 # 半 2 时 ,(5) 是 (33 和 (C4) 的 推论 。 事实 上 , 奸 微 分 (1) 式 得 
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(doi, — ob À eD A e — 0. (25) 
jiQj—]1,2,*,m. 
ES 
a! = da, 一 2,9 A «c = 2 yao! A f, 

al = ah. j= 1.2,«5.m. 
VEERE: 

d AA A har=l. 
上 式 可 直接 推出 


aj = D. 
同 理 可 推出 对 任意 的 i!， ak = 0. 因 此 ai - 0, 即 得 
VQ, > A cl, j= 1, 
于 是 ,关键 是 能 否定 尺 oh 使 (4) 式 满足 。 由 前 面 的 推导 知 ,内 
《4) 可 导出 515)、(16)， Mii 5E :B (220, Bolt BERE X. olo 满足 
OD PERS CDW., LCD LALCI) , 便 得 到 一 个 必要 条 件 ， 
Bau = CAs — As) bc (X — JO, — Oudje 


2 
十 一 之， (Oud uns 77 Ougn su) (26) 


十 P4 GluAj 一 AmA jo). 


BLZ SGE Gg Ap 满足 C26) :我 们 按 (22) AEX B;, 上 反 挫 回去 可 得 
doj— DA a A ors 


MACOMA. AER FH EM. 
定理 9.3( 存 在 性 ) 设 开 是 n(n 六 DARSE HETES 


度量 为 G = 2 Gow E M 上 给 定 了 三 阶 对 称 协 变 张 量 场 Aa, 
它 满足 可 积 性 条 件 {26) 和 P 1644 — 0, k= 1,2,……,#。 则 存在 
—A- fà Bf PCS 8 ELA x. M — A", 使 ONT 4 分别 为 这 个 淄 入 
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的 Blaschke HF EE] Fubini-Pick 形式 。 

ATEREA ALR P SG RREA A E AE mA F 
作 一 总 绪 。 

设 rM — AU JE EDT CSBINXHB BA, tpu?) A M 
上 的 局 部 坐标 ; dE RDUM AE BR XOT CM) Hy Blaschke 度量 C. 
Fubini-Pick 形式 4,4] 81 5E — AERE SS B uf 3nm 


G = > Gulidw, 
A 一  Aodududu, 
D =  Byludw. 
用 Tui 表示 rk Fu 的 普通 微 商 ,用 È sija tnts ETF O0 AHE ` 
微 商 , 则 
t 
Li ^o 


x = DG, 
ry 2 Aa 十 Gy, 
ár 一 TH 
Y; 一 一 2 Bit; 
hs = |r ray ,r,s Ti | 
H =detth)},. 
o, =H Ph 
U 表示 M 土 的 仿 射 余 法 天 量 场 , 它 满足 


E‘? =l, 
(Uar) —— UT? = Ui Y = 0, 
CEUTE FP, = 一 ATI 


Us =— D,AU — B, 
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AU = — nL}. 
于 是 行 
让 ;一 《周一 
Aa mU yr = QU Viu.» = — (Uma). 


E; = (UY; 一 (UY; 
dE Ip AS bn TIRA 


2 G4 —0, 
hiasi 一 Agni my (CaBa + CaBa 一 GB, 一 CB) v. 
Bas, — Byn = D LCAIBg — Aj Ba), 
Riu = D (A Asa — ATA) 


| 
十 3 GB; 十 GaP — Gah ja — GAB) + 


Abs — a6 — B), 

M (pre Lr? 

Ri; > Aldi; 十 2 LG; 十 E Ë,» 

> Bin =p Li) "i 十 了 

X =J dL, 

i€ s) = 《Ub — x? Jg M XU REIRIRE 6 PD ERE ERAN. . 
Bg —AU pib 一 z} + C 
Ap 一 一 nip 十 n. 


" 


FHES ATAT" E M ERDER kE, ERZ 
Br HE PATER TASA 


Tou — Tisi = ST Rin 


T! — F; yu = > TIR. — OT), 
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多 一 
AEST EIEII F eA 的 二 阶 协 变 微 商 讲 趾 
Au — ise 一 P ish 十 2 Pisa 十 72 Basis 


$10 da ELA- JL TTA 22 


10.1 5[* 

EFI HAA DITE LS 3T CRAT Jod IE Sn! nt AE HAC A ETT 
EB BTE M AET EHANET EI Y, ETE An nt REISE 
AH TEE BREZ hY EE AAE TE M TER A E H 
FP [8] 7, — F ERE EA ASLE RRE A E HL TRT EIE ETE ES 
法 pr E 3x — TE uH BT ibo SLA AE iS Ap JUfep e DE RICT- 
a5 Jo BEE AMPUI 25 85 T B8 lr T8185) 22215] 3535 HA F 
JE] 35 [5] BJ 6 Pa : 

(0) — BET Mi 

《2) — KS umm ARAE M XEWELIBIELS RI V. 

E ARABIE I] EE EAE 7 EE, AR M ERRATE) 
和 02) 的 器 量 场 。 我 们 把 Ant 中 超出 面 总 上 的 具有 性 盾 (1) 和 (2) 
MEEI M 上 的 相对 法 阿 量 场 . 考 政 地 说 ,相对 微分 及 坷 就 
是 以 任意 的 相对 法 加 量 场 具 代 仿 射 证 阿 量 场 , 照 普 仿 寻 微 分 几何 
的 方式 方法 建立 起 来 的 一 种 第 分 几何 学 .在 村 上 取 定 一 个 相对 法 
阿 量 场 ,也 称 给 定 了 型 一 个 法 化 Cnotmalizatiom 对 M 以 不 同 的 法 
化 ,一 般 来 说 对 应 不 同 的 几何 ,我们 前 面 讨论 的 从 壬 微分 几何 所 对 
应 的 法 性 栎 闵 等 积 念 射 法 化 Cepuiaffine normalization), 

如 果 能 俯 选 择 4! 的 坐标 原点 ,使 性 的 位 置 向 量 7z 与 六 横 截 ， 
则 xz RACHETER) 和 (2)。 因 而 可 以 取 x* 作 为 M HESSE DI 
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基 场 , 它 所 对 应 的 法 化 称 为 中 心 仿 射 法 化 ,所 对 应 的 几何 称 为 中 心 
伪 射 微分 几何 ,后 面 我 们 将 作 介绍 。 


10.2 相对 微分 几何 
B riM — AUSCSCOAOEE RS XB HB A Y 是 上 的 相对 法 向 量 
场 . 沿 着 M VERNON (2er sens F } o fE cireres E T.M, H 
Y 的 性 质 我 们 有 
[eiser en df] = 0 
设 wo 为 对 个 标 梁 场 , 则 有 
dr = we, tl =O, 


de, = > ale; 十 ty, 


deti 一 > Ones eim Y, 


doy = o A c, C10 
di) = "^ m! A ai Fort! A elu, (2) 
dox DC A wi, (3) 
>o A ot? = 0, (4) 
2, A "ii 一 Î, (5) 
AUA 

ati = e. ky = hp (6) 

WMR FRE RTULFH'EXE 守 上 定义 一 个 伪 黎 曼 度 量 
G = > how (7) 


MR M 是 局 部 严格 出 的 ,可 以 选择 7 的 方向 使 (&) 正定 ;此 时 6 是 
M 上 的 正定 黎 曼 度量 ,这 里 的 度量 不 同 于 仿 射 微分 儿 何 中 的 
Blaschke 度量 ,后 者 与 法 向 量 场 的 选取 无 关 , 而 且 是 么 模仿 射 不 变 
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的 。 这 里 的 度量 Ce 不 具有 这 些 性 质 , 它 是 在 工 取 和 定 了 以 后 确定 的 。P 
ERA M 上 的 相对 度量 。 

FEE CRET Y BACH BES M ERIE erer tee AE 
取 无 闫 。 因 此 我 们 可 以 选择 eiere ren E hy = 04, R 


cxt! m ou, (B) 
于 是 外 微分 寺 式 得 
do! — Jat A art! — iet A dt (9) 
(0 和 (9) 两 式 产 生 | 
i ] ] ` 
da = Dyu Aglo — el). a0 


E 33 Co/ 一 op) BUS EL v! ots ns ERT C LERRA 
R WEE EJLA ERK ER, (10) 表明 相对 度量 6 的 
Levi-Civita EHEAR o Jg 


各 一 本 (of — ej). (115 
类 局 于 信 射 微分 几何 ;定义 

> Ado =o — f = f 十 o0), (12) 
Aa = gs, | a8) 

CREWE 
Ain — Aa = Aa. (14) 

但 反 极 关系 

A. = (15) 


Tg Bor BR 0) 为 Ci 的 道 , 同 标 ,分 别称 


A= D Apdo, (16) 


36 — B T LT 第 一 意 ARED A JU for (6) 3EZE Fe ie 


JD M AA (17) 
为 Fubini-pick 形式 和 Pick PEE, 
从 55) 我 他 有 
Gia 一 一 ot! 一 一 D hpo. (18) 
一 沈 德 分 式 
— Debut! = D haha (19) 


关于 相对 度量 8 R, P E REGo 的 特征 根 , 称 为 型 的 相对 
+E, CH A 


] 
Loop Da hate. r=, een (20) 


rr 
| H i 


为 M 的 第 > 阶 相对 平均 曲率 。 问 桩 可 以 计算 相对 度量 的 黎 曼 曲率 张 
量 、 这 奇 曲 率 和 和 标量 曲率 ,在 正 交 标 规 场 下 .它们 分 别 为 
Fi 一 >, CA nt Aunt A im) 


十 TO, 十 O ulis — da mm Guit) , C212 


Ah, = > CA — Aida) 


十 Ls 十 二 一 Ža (22) 
R —»(s — D+ L0 — D Audas (23) 
Lr 
UBL, = 56,04" — I", 
[a] E 17 
p= DIZ (24) 


TE Fh 7j Tschebyschew jo] Eb 35. SE X9 OBI DE LR JL p rh à 
Tschebyschew in Eti AE, ALTE S 7 一样, 可 以 唯一 确定 一 个 余 
法 矢量 场 U, 满 足 | 


Pj BRETT JL TI 9h— & — ambi S HC JUI SEXE RRIE 97 


Q,Y)-2], QU,0-0,Vv»€ TM. 
U 坡 称 为 相对 余 法 矢量 场 。 与 $7 中 类 似 地 计算 可 得 
、 = LaU — ZA (25) 
nA Y^ 是 点 上 另 一 个 和 对 法 向 量 场 , 它 对 应 的 相对 余 法 向 
EA U, n LAWER TFE M DECIR ERE v — 0, fii 


U* — QU, (20) 

并 且 相 对 度量 间 有 关系 
G = th, (27) 

WE, REM EAE 
pir) = (U,b — z} rE M (28) 
为 相对 支撑 函 闭 , 式 中 心 为 4+ 中 的 任意 常 向 量 o GO. TAE HE 

G 的 拉 普 拉 斯 为 

dp = -一 nLyg — 2 AND. TR (29» 


10.3 ”中心 仿 射 微分 几何 

在 引言 中 我 们 已 经 提 到 ,如 果 能 选择 an 的 坐标 原点 ,使 开 
的 位 置 矢 量 a 横 截 于 开 , 就 可 以 对 形 取 中 心 法 化 , 即 以 z 或 者 一 > 
为 M 的 相对 法 向 量 场 .下 面 我 们 将 证 明 ,* 确定 的 相对 度量 O 在 保 
持 原点 不 变 的 任意 仿 射 变换 下 不 变 ,所 以 中 心 法 化 所 对 应 的 几何 
波 称 为 中 心 仿 射 微分 几何 。 

我 们 仅仅 讨论 4+!' np S REPAS PADRE ERE UHR M 选择 局 
部 标 揣 场 {1zzplyes eeu m x) AM CE RT RETE HEU 15 07 — 09 . 
也 可 能 在 辕 的 一 侧 。. 如 困 在 癌 的 一 侧 , 我 们 选择 e 一 一 2. A, 
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要 使 e41 PL BG SE D RU] BE E G IE S. FE RITHE eis: = z Fitit. Jè 
RIIDE C 5 EARS eisers ye 的 选取 无 闫 ,我 们 证 明 它 还 
在 AH 中 保持 原点 不 变 的 仿 射 变换 下 不 变 。 事 实 上 , 设 
z= > al,  A-1.2,*,-41 
T x ir Ini a MAERA 8128 1 , Bn] 
dz! 一 D afea, 
式 中 局 为 6 的 第 了 个 分明 ,由 于 6 与 MM 上 的 标 架 场 的 选取 元 关 , 因 
而 与 9! e are 32k HI 4E, 7p 38 由 上 上 式 ,我 们 可 以 选 Os 为 
M 上 的 余 标 架 场 ,其 对 偶 标 架 场 记 为 5, 列 ,…' ess DUI 
p! = Saje’, 
de^ — D aleloa t adeb irt! 

_ » ol 6S) atti. 
因此 在 更 下 | 

ort! = ext! D hyw, 


G = ^ op zm orto 一 了 =, 
G SEES M 的 中 心 仿 瑞 度量 ， 
我 们 发 现 
det CÁ;) 
[e ,*** WE T 
FRR ERER. Fm nn EDIE, MAE 
换 为 


K 一 (30) 


e; = ^ ees 
刚 


cort — [e . "t ses de ] 
Fly bs | 
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TU Syn 
T EZ] 
h 一 人 ee 
h.. n - 
crm CE EE 
zH e = det(eD, 
FEA rji Hia Ar, EARI ee... Iii 4; = dis TW 


qt! = w = oii. (312 
r 关于 中 心 仿 射 度量 8 EEA Ou 
T si — E, 
Ery D Age F Agr. (32) 
其 中 AS B O2 BO 3L. 8 4 中 的 人 67 和 上 式 得 
Art = > Ajper + osx. (33) 
jt 
由 于 
^ Ajo =o J- cy d uo 
1 C34) 
—diogl ej, ,6,2] 一 一 5dlogK, 
把 34) 民 入 (3 引 ) 得 
Ar 一 一 r3 (log K ) ,,e; d- nx. (35) 


2S AUGE H AA 83 BE E AA i E SKCEE e BOR, n Eit il 59 39 
为 
Rim 一 `> (Aidi — Au) 十 《Ge — Sd), C35) 


B. = » CA 十 Ass ClogK) ymd — (n —— 12045, C3 1 


00 WHR (ST H-A ”局 部 坊 射 微分 几 和 的 基本 理 这 


R = n — 12J — nin — 12 — 2 CQogK) pa)’, 
Tschebyschew [n] TR 15; 73g 
] l 
r 一 一 5; 2., (logK) Ht 一 一 348r ad Clog K). 
Ht 4 DEBA TIE RU WE 
‘Ur = l, QU,.Z2) = Ù V Z C TM, 
QU, ,r) = D, UB) = 一 Iis 


AU = nU + 5 (logK) si 


(38) 


(30) 


(40) 
(41) 


(42) 


HET Pati 一 zy 所 以 tp, 一 gy ou öar, PT VÀ Fe ITE h E Ais 


À24 ==. y Aa 3] 


Àj — Ap = oo h = — Í. 


(43) 


MR AU B) SR Inte TE M B3 DITS] — 00 S 3X HE e = — 2, EXP 


有 有 有些 公 式 要 稍微 变动 一 下 , WM: 


eb ra = -一 69) , 
yi — 2 Ag UU dim, 
I 
dr 一 一 72. Clog K ) , je, 一 "I, 

Riju — ^, CAsud as 一 AA jw) 十 (uy mn Gt) s 
hi -一 2 CA; 十 Am (DogK ) 5») 十 (n — l Jð; 
R= nO — 1M + nra 1)C— 2 ClogK 0, 

(GU, ~ 一 rj = ] » 
i 
AU = — nU + y D ogR) shi 


A, = ja 一 LE = Aa = I 


(31°) 


(32) 
(35/) 
(36°) 
(37^) 
(38^) 
(40) 
(42^) 
(43' ) 
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—HE ”完备 的 仿 射 球 


最 近 30 年 来 , 仿 射 微分 几何 的 研究 ,特别 是 整体 佑 射 微分 几 
何 的 研究 取得 了 逻 煌 的 成 就 。 这 主要 坡 芍 在 完成 了 对 完备 的 仿 射 
EKAIA AE, E. Calabi, Fr Fa], TB TEA. V. Pogorelov, T, Sasaki 5t A, 
在 这 方面 作出 了 最 重要 的 贡献 这 一 章 我 们 专门 介绍 完备 的 仿 射 
球 的 分 类 问题 ， 


S1 仿 射 球 的 定义 


1.1 仿 射 球 的 定义 

在 第 一 章 的 3$8 中 ,我 们 计算 了 二 次 曲面 的 估 射 法 矢 和 他 射 
主 昌 率 。 我 们 看 到 , 梢 圆 地 物 面 的 所 有 做 射 法 线 互 相 平 行 , 其 仿 射 
ERRES TE RRA ST ENESE T dui IA]—M 8 
— && RAT ERAH, HET AAAA XC a A E 9; 
射 法 线 相 变 于 上 曲面 凸 的 一 例 的 一 点， BA EE ir Ab AH E LEE. 
于 一 个 全 常数 ,具有 以 上 性 质 的 曲面 还 很 多 ,它们 是 欧 氏 罕 亲 中 的 
EET BR ER EET 005 83 2840. TERTA MELDE HERE EX. 
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EALL wc drag RR S SS RIE ES LER — 1 15 ATE TET. 
(nj FR 2S 53H f Zn PUE IO Bp DTI 2: EXCLUT — ex k a LA E TT. 

— 4-155 5R gl 8j 2 88 [9 70E P5 HUS HER. aU 0 03 8132: £6 99] 2s 
Xi f ye f] PIA — A8 s —1- 13 3E ERE P A A E S STER ,其 果 它 的 
{hA EFENI ZE EXE JR n i 1] — 48 5 — T UE BT SR EEE 29 19 309 70 8 n 
35-8745 44 HEREA fT « 

注 记 pep fedede 4b a6; T3 FE 7 AE Gmproper) y HH, wk 35 RI E 
dnos A et S AME A AE repen £6 4 3, 

真 仿 射 球 的 仿 射 法 线 的 变 总 称 为 仿 射 球 的 仿 射 中 心 。 

Tue frr E B S258 Hp 5 STER — 1-24] dii 。 

定理 1.1 B Mi At AAE S OTHER SA Asst A 
AE v B IE E e BU] 

1) M ERMAR R H HE TENET ME, 

Àcm— A, mÀottom A, — E: 
2) M d bd Sra HH Ro BBC ZEIT M 上 ， 
h = h = e = A= EA, 
3) M 是 双 由 型 的 仿 射 妹 , 当 且 仅 当 在 整个 M E, 
外 二 为 十 二 四 二 负 常 数 ， 

证 明 D TEM EXER RARR Unies en e+ 路 ,使 

一 0ise+l 沿 着 仿 身 法 线 方 问 。 和 用 M 为 抛物 型 的 仿 射 球 , 则 
e+ Y = fu, 
HEP y AERE. fE MEIRAS. BUE 
desti = us = df». 
Dp: 
| df = 0, «i ,, = Ù. 
Mn dE M 上 f—BW32.89 23 —:e6—A—95, 

ERI GER M.IE8S2A-—A—--—2-0,80]ff 1B 


DT. — Da po 1.2,*:",n. 
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2 
$41 7— Y — UA, 
BB M ILLAE GSTRR. 
DAD d LE BIZ Re EAE, TE 4 OPA] k AR A 
变换 ,使 漂 点 在 M 的 仿 射 中 心 。 于 是 有 
exp] = f7， 


式 中 了 为 并 寺 的 处 处 非 零 的 泥 请 图 数 ,z 为 M 的 位 置 天 量 。 因 此 


de 二 1 一 De = djz f» we. 


从 而 可 知 

df = 0, oui = fw. 
由 此 推出 

加 二 为 二 恒 二 为 二 一 了 二 常数 关 闻 ， 
即 是 
了 一 一 Lr. 
EL GE —»—8—»——f—3 550,8] 
desti 一 ayie; 一 f2 ve = fd. 
从 面 
fig 
了 4 T. 


因此 所 有 仿 射 法 线 交 于 一 点 。 容 易 看 出 , 当 一 了 >0 INE PETEHIRT 
IT 8] — A94, il 83 M. 为 精 圆 型 伪 射 球 ; 当 一 了 <0 时 ,交点 在 曲面 由 


1.2 仿 射 球 的 方程 
下 面 我 们 导出 仿 射 球 所 满足 的 依 微 分 方程 ,我 们 在 R^! pa 
R . Ut 放 是 一 个 扫 物 型 的 仿 射 球 , 经 过 适当 的 名模 仿 射 变 扣 , 可 以 


o4 1h 8 BER ILI ANO ”完备 的 仿 时 球 


假定 它 的 仿 射 法 天 为 
eapi C0, 0,1). (12 
Teu 与 必 模 截 ,Nf 可 以 用 下 面 的 方程 表示 ， 
gtl = fir g”, rO. (2) 
£ TDI 8T bs A 
e1 0,0, «7,0, 255, 
ëz = 0,0, 5), 
mam gum (3) 
Eu = (Ü, y | 3, 
Eig —(0,0,--,0.1). 
容易 算得 | 
f E FF 
A; = ap H = derf 54). (4D 
由 
Y 一 HFa — Piti’ 
nj 知 
H 一 1l, ( 5) 
到 | ; 
F 
det 5] = l, (6) 


有 反之, 设 M 局 部 上 由 tic firt e O RRR ETRE 
(6). ED pir Ein, RT E dogH = 0, deny — 0, AE ext! + 


一 二 5dio8H = 0. 根据 第 一 章 § 4 中 的 命题 4 resi = (0,0, 1) 


EOM 的 仿 射 法 舌 ,因此 M. 是 抛物 型 仿 射 妹 。 
下 面 我 们 考虑 棋 圆 型 和 双 曲 型 仿 射 球 。 设 M 局 部 上 由 一 严格 


BELLIS . OE ”完备 的 仿 射 球 bo 


PTT S CET : 
zt! — f(ximxt.e.4). (xr!,a].9—.3*) € DC. A" 
i 1 PS rt (25) 是 正定 的 。 
考虑 D 上 的 映射 
F;D-—- R", (7) 
Gl,z*, 7. m) —- {Es . (T) 
5-3. p = ]1,2,*-*,n. (8) 
容易 算得 Ff 的 雅 可 比 行列 式 为 
df 
derf =n) > Js 


HEPA F E aAA EE. i OCDD ARR H Oy 
FORGA., TEN FCOMES M 的 参数 区 域 , 即 可 以 把 
5E ttd TE2J M B2 XX, Tp O — FO. 上 定义 函数 Lu 为 


EAEE t A) — Se S tym) — EELEE ap 
(9) 


d ! 
T" 


EX 1.2 由 <7) 和 (C8) 定义 的 上 映射 称 为 Legendre ZEB, PR D=. 
FCD)79 D XT f ÀY Legendre $E 39: 3, Hi COGE SCR) gg X u PRA F 
的 Legedre cR ER EY, | 

当 D fé yb IRITA TASE, 

引 理 1.1 TE DC R" 是 一 个 是 区 域 ,f it e EASON, F 是 
H CD COGO XD] Legendre EFR, it zy E D HAS IRISUPS A5.» 
是 它们 在 三 下 的 像 点 , 则 
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(y —2)*(9— $2 2 D, CIO) 
JH O PRI UR" 中 的 典型 内 积 。 
证 明 m 
GQ) = fy + — Hr), D xx ], 
I GORT ERE p 


G CL) =D afe -+ {1 一 02 |t 一 z^, 


oO +t De) | D w. 
HT fd S88). c'(0 70, M T] 6 (位 是 单调 增加 函数 , 因 
此 G' CI>C (05, B 
AG —:) 55 o n). 
从 而 510) 成 立 。 证 毕 。 
9| E 1. 1 2 Hf] 234 D JT REST FDA FCDO REOR a [S] RS. 
LAE d 们 得 到 


-52 a z 十 52 A Tcr GH) 
因此 s EE TET PEL M 时 AE TAREN 
[9 9 22 38 Su 
Td 3 "ae," u 十 2,53€ (12) 
利用 公式 
dr dr dr — Fr 
直接 计算 可 得 
L cu gu 
NE dei| ze ) aea FAE, r (14) 
Oo — Sf Pu _ a Pf Fu 
PUT a aa Gta UTE: ) 8 (aae) E 


4j 84 om LAST wa 完 才 的 以 射 球 G7 


由 此 得 到 | 
H = (aet [xe | |. (15) 
因此 ,NE 的 Blaschke HE -Et 25 
G p xa ; (16) 
式 中 | 
p= Mete y" (17) 
从 (5163 我 们 得 到 


AG 一 | det(G,)) F= p. 
由 第 一 章 $ 4 中 的 677， 我 们 有 


t 2f. dí 
Ar! == ——— 一 一 -一 一 | 一 -一 
i JG aG M xa] 
—— to — -3 dp 
p ac P? "P ae 
2 _ —: 9p 
dro Ge? (18) 


de" = pet p's) = Hp 二 np DE 
AHE, M HAIDERA 
- (rest une ys 
r-(o$egt$ec-(x2i$). a» 


. 95 
不 难看 出 ,要 使 了 二 一 x h] EU 
p= Li (200 


或 者 
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i 
det| zy de 


. ROCZENT FENAN. 
定理 1.2 dE M JE wU pag E ACE di 0E S BE EA 
Pd US EE t = fial e OER M 
a) MË iG E GGXEIS Ex S FEA Z RI S - 
ERIS Ear GE ZE ERE COE 389 f 83 Legendre AF Hk pA fi. u E 
952r Jr TECI), , 
b) M AA, e0, D Ai 83 9E p; A 72 N TE 
RODERES 满足 微分 方程 (6)。 
下 面 我 们 给 出 一 个 重要 的 例子 。， 
考虑 由 方程 


x) = (Lu) "E, (21) 


zig ertl 一 站 CAEN . (22) 
AE XL EP EI E, CASTEREN RARR RAE 


Pt gu met 
不 难 泪 出 它 定 义 了 一 个 局 部 严格 凸 的 超 曲 面 。 今 
(23) 
此 处 frat ena) 一 coros 由 (9) 式 , 的 Legendre 变换 函数 


为 
ulr ED 一 一 《十 1 了 


—— (e + DEFC 1&4 PF (24) 
百 接 计算 可 得 
eu u 
Au (Gd De (25) 
uo 


A [| II F 


8h95; H DA $6; (n F Dg s 


(Sj SC JL T P-E sc& Hg 02 


de[ a) (Lau) 7175, (27) 
其 中 
Li =— (ap 1) 380799 0 (28) 
EE, et = 一 六 一 是 一 双 曲 型 仿 射 球 。 但 它 不 是 二 次 超 则 而 。 


L3 一 个 合成 公式 

E. Calabi 发 现 了 一 个 合成 公式 (参看 [Ca-3 有 ,利用 这 个 公 
X A RTEA T PS TL ASIDE 8 00103 83 ER Fiir da — 7T 33 B XC Hl 207 

Ux MAE an M"T ATTI! 是 两 个 仿 射 中 心 在 涯 点 的 双 
旧型 仿 射 球 , 它 们 的 Blaschke HE RUCRUUI BTOB dir 55] 73 6 , 6". 
和 LaL". 令 M—HM'UXRXM", Calabi 构造 的 新 的 双 曲 型 仿 射 
球 如 下 : 


y, M —- Arte 
py = (ca'exp -一 上 pmrexp 一 上 (285) 
pr] gd ! 


HP: E OR 875873 22 EY .ct. EEEH A or = aa, 
gri) gt = CT ee goin), 

下 面 我 们 证 明 x CM BE SC RE— 1-5 Hip 3 ER IREA] 
Blasehke 度量 C 入 仿 射 平均 曲率 Lau E M' lox yi^ bh u, 
eut, Tp M" EXE JSHEGAR BR AS ila u e UU uat n curta vene 
v 可 作为 MM 上 的 局 部 坐标 系 。 令 mo, e trem, ERE 
的 了 到 值 范围 ，: 

LSAP pe m pd, 
[Rip po RmSÉesQff, v paci. (MD 


óv dc —— Qs Fr 


rO 人 入 射 微分 几何 ARE 完 反 的 仿 射 球 


det Ch") -一 


d" e" dr" Bg" " 
dur iret eT | 9 


可 Et par = H". 
z' CM' Y 2" CM'^ 0j Blaschke 度量 分 别 为 


一 上 一 】 
= (HT 0 QU, = (Hy, 


显然 
a c 此 ay nd 3 Ü 
Qr A. AF PFT 
tl 一 人 TEX -一 二 - "ex 
Y (pri p+ rl O PFI)? 
cr — Q967 NEAN 
ES 路 
du ; — 1 dz 
jo C exp Ma 
EYES pb d ror 
d -[A .p_i 
vx Ap I1 P» las] 
Suo = (ep cmi LS Lr ex 一 上 | 
L GF DEOL FTE QG E DOOPT 
M ry 
geron). 
ou tt 十 gp læ 
du 0. c"exn —. Fa" 
Oc ara) 
pa — Or dr ar du 
tA — Jdu' Aj! Cut! Aus = 
"nb bx 
NEC 26394 40 ort ， dae" 
(T 4-4 2) E Ar 
] > — ， Fr gun A LAE SLE NN a O 
ren S= Oo Te | 
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ar" dx" 
E Aen n (32) 
Fld 十 | dz! Jr! 
hy s — A age hy (33) 
hts —D, hi tt 一 D, Ha pi = Ü. (34) 
EF. MO OM) RODUBESI DTETTR ,我 们 有 
! ! 
| 于 | 一 六 yH ， (35) 
"oy tf 
PRET gr - J=- 7 ATL TFE, (36) 
把 C35) 和 036) 代入 (31) 一 (34) 得 
_ Qe) (ot yds 
hy — cy GM >» (37) 
1 1 1 
O pE d ; 
hap 一 L'.Cp 十 i C[H' ys 23h nf (39) 
its, pl =, h, :# 二 | 一 Ü. Nia — Ü. CAD) 


BT 8, ODERA fU BEBE. fUSCE xCMORI EIS iE Chua 
正定 ;不 难 算 出 r(A] Biaschke ER G 为 


一 — D P gt? og 
ESCOGE DC- POF Ot Eng D 
Q G-t DE e) C41) 
Hp CE do roe X E ! 
cl 294-2 c 2 
(oria = a a 
- (cba DGF DIG DUC PTI p 
(42) 
XCM) 的 仿 射 法 矢 Y 为 


(y+ gt DY -和 一 -于 com AT Em 
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031 cz! O 一 
oil» DC-Z) P l) 
c Cg + lo! — i 
tt DO +g EH PFF] 
"uhi Fa add x i 
(oT DC— Z6) P1 
cip -H ix" t . 
Tui Dtg t+ 2) "Poi | 
2o 3 十 9 十 1 . 

C(p--q--2»). 
Dt z CM HE X itt E D EU FES Bl 38 7 
Lo —1 |. 
ory ita ta) (41) 
A I 3E (ETRK d et — 1 EH UDAH E CAD PLBEEH FEAE 五 T 


AE : 


(43) 


£n 


Cp 十 q d- gyteec L jatet 
一 Ç 十 1] 37 一 L! 十 l»*'c— LU _ (45) 


$2 EK KK, 50 TE 5 Ep RO 


对 于 本 中 的 非 退 化 的 超 曲 面 ,可 以 引入 Blasenke 度量 ,因而 
有 关于 这 种 度量 的 完备 性 概念 ,我 们 称 这 种 完备 福 为 仿 射 完 名 性 . 
此 外 还 有 另 一 种 完备 性 概念 ,在 4+! 中 引入 一 种 欧 氏 内 积 过 ,>， 
和 作为 4 中 的 于 流 形 有 镑 导 的 黎 电 度量 ; 昼 按 这 种 诱导 度量 的 
完备 福 称 为 欧 代 完备 性 。 

我 们 首先 指 员 ;并 的 欧 氏 完备 性 与 AT 由 的 欧 氏 内 积 的 选取 
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JU XY IB RIA K, D iE moms mar E Ett cui sr dE 
关于 这 两 各 内 积 的 标准 正 交 车, 译 
Ea = > che, A= 6,2. n t l, 


C = (ci). 
M FBP RERDSSEBEREL HI EA T EOS ZRABRE A: : 
dz! 
dx* 
ds = Cdr dat, ee p det ， 
dyrt! 
dz! 4T ry! 
i dz dr? 
ds*-—IC|. C 
ditt! "m 


dz 
l dz* 
= (dz! dg, uda Oe E " 


dart! 
式 中 的 C REP C pR EEE. i CC 的 最 大 和 最 小 特征 报 分 
别 为 4 和 4, 因为 CC 是 正定 的 ;斯 以 4 和 4 是 工 数 ,由 上 徊 则 有 
Ms L dS is 

因此 网 种 内 积 诱 导 的 完备 性 是 一 致 的 。 

以 后 ;我 们 在 At 中 是 站 由 积 了 时 总 合 得 这 个 肉 积 的 标准 正 交 
A5 Pr a xg R H HERA 1. 

一 般 来 说 , 欧 氏 完备 性 和 仿 射 完备 性 是 不 等 价 的 .下 面 我 们 给 
E R. Schneider 的 一 个 例子 (参看 1Schhn-1T)， 

4 

P = fa s Gn), 
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M = {wir f! a3 10 Lr Loo, — coc x on), 
这 是 A'rBB8t—-rREBAC Eg AY T., EAEG AAA. FI 
我 们 说 明 它 不 是 仿 射 完备 的 。 


M AJ Blaschke 度量 为 
_B 5 
Gu (ri) * , re 一 0, Go = Qr). 
Hz H ER 


zlü)-—i!i!, #O = 0, 1i o 
其 弧 长 为 
L = [ JG. Od = L (Fd «c oo. 


这 表明 M 按 仿 射 度量 不 是 完备 的 。 

对 于 仿 射 球 , 郑 绍 远 和 正成 桐 证 明了 它 的 欧 氏 完备 性 隐 含 了 
仿 射 完备 性 。 下 面 我 们 证 明 这 个 事实 ,其 证 明了 取材 于 他 们 的 文章 
[| Chen-Y-2]. 

TEASE RS DAR HET 04 I RE d IE. EOM dé attt 中 的 
一 个 天 格 凸 的 超 曲 面 , 它 局 部 上 由 方程 

ytl — wr 
iH. HEPTaTESZe3d—- k A E, RE 0b, HH M 
在 点 P.C M 的 切 空 间 就 是 4t—d4ztU 0). $ C0 d4É—TE* E 
ERE 

Be = (G',2?,---,2) € Olula x C) 


是 紧 致 的 。 令 


加 -— M | Vu l|? 
f) = exp{5 — TE (u(r) 十 0' 
rt = (rl,z*.e.x') CoD. CIO 


其 中 四 ,pe 是 符 选 择 的 正和 芝 数 。 由 于 当 r BTF 8c 的 边界 点 时 ， 
Fa) RATE, AE £GD TE Se 83 P393 zo 处 达到 最 大 值 ,在 M 
ELEKT Blaschke BE HAJEE E bs ARIS EXIJTI-T e, eaj TH 
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exi mY , AT PEA REOR ES a f£ RT Blaschke 度量 的 

DAE Qu qr Uns Fuji Tus 分 别 简 写成 tin fu tia fuo SR, 在 以 后 

的 章节 中 ,在 不 引起 混 请 时 ,我 们 总 采用 这 一 记 法 。 在 后 如 有 
f= D, + = l.2.0.m, 


faxo 
Bn 


i — i2an uj — y LE S22" uj 十 2 uus = 0 . (2) 
[gm vez igual 2 
一 ?| 去 二 zh Axe. fx 


T 2 > ugs Se 0 . "(39 
38 (24A C3518. 


- cti ED +|- v ey 


PLIN u [c ctu C» «D! + 2D ji, 4-2 ug eO 


(4) 
下 面 计算 ug uu. BEES EUH 
P EE: 
rg Ag 十 jlt (5) 
Jua zu 038 ai 个 分 量 。 另 一 方面 ,由 第 一 章 8 9 未 的 李 
奇 恒 等 式 得 

Duna = D glu) -H D Rut (6) 

在 我 们 所 选 的 标 架 场 下 , 易 知 


x = T8, i15 de, 11 = — Bae, 
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Tar Bn 


etl = un o CD; = > Bun 4 
其 中 oet 表示 es B0B sa 十 1 个 分量 。 和 在 一 夯 定 点 我 们 还 可 以 选 标 
沈 场 使 得 在 这 一 点 ,有 


W = h = e = h = i, 
于 是 有 
Dudu); = afda) = maleti) = — Bm. TO. 
把 47) 和 第 一 章 83 中 的 (19? 代 入 (6? 得 | 
> uj = — Bu? 十 2 feo 十 7 Bua 十 Ln * (B) 
HC C52 8358 n2 D 个 分 量 可 得 
24 e Dam M! o Aat e E eS. 0 
把 (9) 代 入 C8) 得 
F 2 
» ps = 24 -十 lad LU e ui — eA C10) 
利用 Schwartz KERHA 
ui [NT uud 2 um ini 十 —— Ou jJ? 


tj i>i 
Ciu)? TE 
[^h taI n — | n — i 
AN ; .1—ó60i-— 1) 
00 9 q-71 9m aae 
其 中 5 为 任意 正常 数 。 RAUM 


o>- | 


(Aut, (11) 


TH 


— P | 
(C 一 uy u + TTi (dudui Io. T * (u 十 cs 


- [at "s I. ui [I H à) 


- A| [Gur + aL! — a 2) Bf — 


2 Cu)? 
óCn n 
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> [wt zu 0n * [gemunt do 


dl o m 3 PX ? 
+ [4 Jil + ct BRE 


; 4— 42 — If, 2 
— (n + 2)Bini 一 [eet a ow? ， (12) 
Sicz l iG mon - De, B 
c 2m P 4 i m p 人 2 
st htt = i sj (raz i | ;] ii 
dl aM” p) 
> (30 FT dites trn) 
TE EXCACI2MB 
Ut üt 
0z— [utr duat (cs : 
tS ut — «Gy, 
AP 
1 , 
TEL CES, 一 可 = 正常 数 ， 
b —max(Ü, — aL, + ia + DB)» 
| 4—4(a4—D38, 2 
g 一 (n + 1)? 十 j = EK S, 
或 者 - | 


TH 


qu 
o ll ostii) t'il 


p 4 2 一 
tS soo t 
把 上 式 看 成 关于 明 的 二 次 不 涂 式 , 易 关 证 必 小 于 或 等 于 其 对 应 


二 次 方程 的 大 根 , 即 


—1 
uj <| 14u +o oy A "E 十 T ; 
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ilm 


[iul + os tis) |+ talaa 
tt) 

HAVE FES |s| 十 ll, AEREE 
oey triis al Hel + 

APF o, ARAT EAA. ATA 


MEE st ot 


b(u 十 2 
p * 


< Au + (13) 


b 
上 式 是 在 点 和 成 立 , 由 于 了 在 点 zw 达到 最 大 值 , 即 对 任意 的 xE€ 
£c» f GS fn) ,从 而 有 
EEA 


exp| ro (uL e © (u F e)*|, 
al 
p" 


eb Auf b | a | 
s P K i+ piu + 53)|.s un (u 十 E 


y | anm 
4- sa maxi, ia 十 2). — -» | 
V. 


p 4 0r (14) 
式 中 4 和 分别 表示 型 的 最 大 和 最 小 仿 射 主 曲率 函数 ,于 是 我 
们 已 经 证 明了 下 面 的 定理 ， | 
定理 2.1 OR.» M EEE 小 中 的 区 域 Be 上 
fr ap m e Cu 的 图 ,其 中 Qe (n InGO SCO)HEESK G 4 和) 
分 别 表示 M 的 最 夫 和 最 小 仿 射 主 曲 率 函 数 , 则 对 一 切 的 0,p> 
0. n 


exp| RTL | Vult? «^ 十 ey (sup| Ge 
4- su max, (s + DA 一 d J. 
p 


pu F e)? (9) 
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HP a REM TH Z fO: o IPTIER AC. 
feit REFR XE momo E ds] m mus + m Hj m 0, 
m, > 0,3 H m > Cn + 2)A — 232, WI TEE DIKET Rem mz BTE. 
常数 ,使 得 对 任意 的 x C Re, 
| Vall *szeQG»243- D? . (16) 
特别 , XEF EL wide 25 CB M Es 
g, 0!i— Me = | (rh, RY Ent! — rT P x F ， 


WAMA s 满足 
1 


uta(s) + I 
s >H io eE E 


证 明 在 (1 中 全 p=2。 得 到 


— mii Vul 3 a mu +m , ma’ 
SEKODI F su» ui 


取 s=1, 则 有 
| val? «On 十 snt (us 十 exp] 7 ia | 
a 4(2n — 15C 
Alm F 3m) (Qi 十 Deol C | 
4. C€ — E 


— aiu 十 1»*, 


HOP a EKET nomm IE XX. 
XT EUG 2 cH) DU RLAR RIR ec — 去 ,因此 


du(c(s)) 


| ds | -一 | Vue G2) | x | YH | cial. 


从 而 

a L a lut 1). 
A EIR A TE 

du 

ud J/ aC -4- 15. | 
t POR M 


f = 


eso Dc 
由 时 推出 o 的 三 长 = 满足 
me u(o(s)) + 1 


F MERREN EEA o6 e ROI. 


80 — (53i DL II qi 


CoC) -+ il 


a E115 54 XR 


定理 2. 2( 郑 绍 远 ;丘成桐 ) 设 型 是 水 1 中 的 一 个 仿 射 球 , 如 


证 明 因为 M 是 欧 兵 完备 的 ,由 Hardamard SEXE BEI M 或 者 
是 封闭 的 ( 紧 致 无 边 ) ,或 者 是 定义 在 4 中 开 区 域 9 上 的 山 函 数 4 


H3. "Je E Ho i) 3E BL JOE IS A (proper 


immersion), 34 M 


AE RAAT SEG B ARR o E Ja PB IE o RIE — zx IER, 
PE u0 ru C0 = 0u C0 m=, TXBJ. A R TERT E H o JE ELA 


T BID SE num (SR E, 
XT RU STER ,我们 有 


Ar — — nllr — a), x C MK 


RP r ERAR ATEHER RIK 
dr = iY — RR. 


UE RHEE , BIETER RO 90,70 fb 
| da | S miu + m 


HFH m > (n -+ 2)A — nA. WU ols) = (a's), z Cs), e, 20), 


I5 CÓ JL fut 第 一 半 ”完备 的 伪 射 球 2l 


u(z'(s),,x09220 JE M Ei — SR LEE 38 ELO! C), taaie) 

ToU aD, Fue ERMIT, Aue EATER, 
J bhan £o > l uCaQs)) + 1 

Hi SEE 2.185416 XI o BHL idv: log Preo FT 二 , AT s 

£T JULA.IBgUMIEEMSCSITI.EH. 


$3 Fubini— Pick 形式 的 估计 


3.1 Pick 不 变量 的 拉 普 拉 斯 
设 z:W 一 4+ 是 售 射 超 球面 ,在 OM 上 选 局 部 各 模仿 射 标 架 场 
(z5615,02,*** £1) [HE e, Lem TM eau Y O6, 由 第 一 A $9 
中 的 (9) , 仿 射 球 的 Fubini-Pick 形式 满足 
Aj, — Aina = 0, , 0D 


M 的 Blaschke E 3E 85] 4E SP HR: 5E dE 7y 
Ras = D AmA 一 AA FF Eida — Suba) (2) 
由 第 一 章 $ 9 CERISE RE BSEXL A 
Aiia —7 Ayer = D ABr do A + nln € 
利用 (1 和 (3 可 得 
AA; 一 2 Ana = D Ag 


= > Agua 二- 人 > AGB 人 >， 十 ELAT 
JE Lr Lr fT 


= Alu 十 rr + S AraBrisre C) 
由 此 可 以 计算 Piek BERE HELDEN 
4 i 2249) = Gp 2249 214A: 
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+ D Aindra t D Aiasha | 
— nín = 1 224 T 2 1A AP 
十 > { Aia m A, Ais) Ra | (5) 
把 (2) 代入 (05) 得 
May 一 AL rd 2 B. 十 Yun (n + PREL, (6) 


我 们 需要 下 面 的 引 理 。 
引 理 3. 1 XT EET) n HERE SP IDE ELA e BELA Eg Hl SR 
E HAW ELA TAER: 


Srt, | (7) 
S Rz o——-—9 HH. (8) 
证 明 $ 
HE g 一 Ki; — L täs, 
n 
We 24h. 一 0 和 
Rj ue 一 5 — A 
这 就 证 明了 了 47) 。 - 
24 二 2 时 ,C8) 是 恒等式 ,其 下 我 们 假定 n3. S 


Ca = Rim — — Ga; 十 VP m — Ou jA 77 uia) 


R 
TG —p5ü0- a 090. 
Cu 被 称 为 M UIHAGEgiESE WE. MER USE ERE d enit] 48 3T 
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AN. 
m pH C Rau — Cines 


yj 
2R? 


4 2 MM 
SCR a =- 一 d — ; 2" m (n EN 15€n — 2) 
因此 
SH. = IQ! 十 DC t 2 2 Cat qu 
一 Pu 十 CE 
2n c 


4 NS EA Lr 
zat ze, 285 ds — 3) 


m—5 5m. 
证 毕 。 
拒 C73 利 C8) 入 入 6) 得 
u(n — 1) 3 doas 2 — 
UMP OM S DMA Ho + +t DAL. 
(9) 
di — dx $9:HB2 2D ,有 
R = nfr — D) CJ -+ hai), 
代入 (9) 得 
n(a — 1) " D ALZE S Aba aQU — Dt DJG + LO. (0 


HAARO ATE CAER T ün zc BE 
TRII 设 *:H-A4+: 是 紧 致 无 边 的 仿 射 超 球 面 , 刚 xc) 是 
0 ER. | | 
证 明 RETAIN o DEOUEE S UG H9 gs d ii. x vtr 
— a tE M AEE — 13 Ll 为 正 , 设 是 AUS rd [EE ep EL. A 
f— Ua MEAE U A M BODIE RR RS cmn x nne R 
Jj SEE TOL RT Gr S 
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Af =— nlf. 
于 是 
jar =— nlf 十 5, | Spe 一 | ft = 0, 


dy 处 处 小 于 或 等 于 零 ， LTEN I=" F a EE, 
因此 为 常人 矢量 ,这 其 不 可 能 和 的。 出 此 可 知 , 对 于 紫 致 无 边 前 仿 射 
球 ,五 一 常数 关 0。 由 CO 可 知 4J250,Bp J 是 次 调 合 请 数 。 因 而 J 
二 常数 ， 由 人 可 推 二 J=0。 根 据 第 一 章 3$8 的 定理 8， 1 可知 ， 
(DER, uhi. 

推论 dU M EÉSCEREY EIRUD DI STER. SUL MERGER, 

证 明 出 第 一 章 89 rir COSS EER RS SES Ip ETAT RE 

Rz n — DL, 

H[L Apr Bp [3 2695 8p ER dtp n SPARE EOS DR. THU M Rc 
的 ,由 Bonnet 定理 ,MM ERUKE. HERI 1,M RE—71- 46 
ER. 证 毕 。 

上 上 述 定理 告诉 我 们 :完备 的 戎 圈 型 仿 射 球 是 唯一 的 。 

SEE 3. 1 Bram) n], pra Bg xs PESE 

定理 3:2 A" GURITAEHCTJRIEDO SEE i 8X xx 

8359 8p P n M e 


3.2. MERAK H Ei eit 

EA i Te rj RITER EAA Tr DET] ER EC H E 
IERI EI. EEE GEDE Xm aS 
度 等 概念 。 设 五 是 一 黎 曼 流 形 ,六 、4 分 别 荐 M ERENT A 
p xdg d TIT CUBES ui dut SC, | Vul RHEN 


oR H y AA. EEEN, || Val A u 的 梯度 的 
ui ,现在 我 们 把 它 推广 到 对 上 半 往 续 冰 儿 4 也 有 意 
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Exi) au EM Ly EAI, REMED 
du + fG, N Ya SE nv, (11) 
如 果 对 性 意 点 n € M. REEDE EC 6L 0v TEE r B] ORE IN, 
APEE N.. DEB C RE Hn ues HE 
u(z) — u,,(r) m un) — 1, ug) — 0, V z € I, 
并 旦 .在 点 如 满足 通常 总 交 的 不 等 式 
dus F fO dE Vua lO Z9 e — 8. 
类 似 地 ,如果 + 是 下 半 连 续 匿 数 ,我 们 称 
du + fns | Vul v (11^) 
如 果 对 任意 的 x€ M MEDIER > 0. EYE s BEA NW, 
DE XXE N.. LAI O^ gU, DER 
u(z) — uw, Cr) m uro) — ro) = 0, V x € Nw 
JE B. u TER n IE AEOIB 18 REL IRL 
Au, a T f Onus | Vus lO sexo) + e, 

WM uBC Hx. AS SERCO LI IEDER LTR 
SE S4 ELI 2H YE SS EPTAE LTRS. 

1&(1254r £d — T S6 d 3E ARIETE REL Ap eut locus 的 有 其 
AB ,详细 的 请 参看 LKob-N] 反 第 做 章 的 第 七 :， 

ik M IEÉSOSMNSWD.€MJIÉ-—BDEX OTHERS € 
M,X:bupud4e— Ed En £x BLE IE p M oz. o-—oQQ.0sx 
«oo , EM » Pl AREA CASI OU SOR I A. [一 (IE REO, 
o Io, EE HE p RI ot 的 最 短 测 地 线段 }， 
pi] £ REA T TER. 

DN se £I Os, WI tem 1 

DE s RE — IE SU — UJ AL Obs "RT LY] s 也 


D 此 外 采用 的 本 质 相 四 Cambi BE X Egil 
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局 于 Ea 
由 上 还 两 条 性 质 可 知 , 要 委 12 (0,002,88 4, = C0 s], 为 一 

HRES. 点 ocs) 被 称 为 点 zz 沿 o OHANA Cut pon), EWA E 
点 了 洪 ot 嫉 的 第 一 打 轧 点 ,或 者 有 至 少 两 条 最 类 测 地 线段 把 它 与 - 
点 上 连接 , 当 = (0,oc0 BE 85 » i 000 25 E 8 A p AEE 
ARTAR pHa gu CGO. HER oo E p 
HIELE, pn] pE eO eO ds G A IN. 

令 5, 表示 MEA p WU HUGUES dé R 表示 正 实数 
IR XE XLER EE oS, R*U {coo} 如 下 : 

X HEX X€s,fpiid£Eo(D-—exptX,Oszt«oo, Hp exp 
表示 M EA p BUdE CET OD ZR. exps feri pit o G0] 33] ex » A 
iBa( X) sp p NIB eO E) ip ag o5, 


A 


b = {2X|X c S,,0 s t« kuCX21, 
CQ) = (Q0 X|X € S, 4QO < oo}, 


则 expC0Cp)) 二 CCp)。 我 们 有 下 面 的 引 理 。 
` 313.2 1) 是 TM PAYI HE Cecel); 

2) exp} E ar EACE E 型 tAr TE, 

3) M=Cp expl E), C Nepi 一人， 

显然 ,CC 的 是 一 个 等 测 桌 。 下 引 理 3. 2,expCDJé M AEN 
Td. 

设 r—r(GG) BM Hr WGEBTNDRLED E ER EIC. WIE ez TE expCE) 
En RAI, mde COO dL EEE. Eo 是 一 个 任意 的 正 数 , 作 
WEER Sr): 

S(ro) = iz € M |r(x) = rp}. 
TE Siro N exp D 的 任意 一 点 的 邻 域 内 ,SCrol JG IET] 2 XE 
SC EX hg db ER E 2E BR 2 ER rrente) fli z € SO» f 
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exp(CE) ej, se 4 € TS Cros 一 IG JJ JM, x p HIS x d WS RE 


线 在 点 z 的 单位 向 量 ,由 Gauss 引 理 ,让 是 Cw) 在 点 + 的 单位 法 
AO ,将 这 场 标 架 沿 着 由 zp 出 发 经 过 z 的 测 地 线 平行 移动 ,得 到 妇 上 
的 局 部 单位 正 交 标 架 场 , 并 且 earn ei WT SO) se m bot. 
oz «n 为 对 侦 标 架 场 , 易 知 必 一 条 ,下面 我 们 约定 求 和 指标 的 取 
值 范围 : 
l&i jk "X.n—]1l1.1* (tS Buy, ， Hy 

我 们 有 
一 Sj ote 十 ee, C12) 


V e, 一 ote, 
XCUBvVdon M 上 的 协 变 微分 算 子 。 设 oroa 在 SCr) 上 的 限制 
为 eoi. ct, PUITS 
o! = wi + adr, 
ox — o -+ adr, (13) 
cx = ot + mdr. 
HF eisers sea TRE E F T A BE 
V ge = D, 
从 而 有 
al = 0, a! = Ù. 
Fog 
再 由 oE) 一 0, 得 到 a 一 0。 于 是 有 
c 一 Wo CE 
=a = D hs = D Mug, (15) 
hu JE OR EAEE A Si 


dr = D rs, 


$8  QSEITEUSULDI | RE Kamij 


显然 
Py = 0, ra = l; à (16) 
再 有 mE 
Prae! = dr, — D rof — ot —— DP aot, 
DOP a0 = dra. — >D reo = Ü, 
从 而 有 
Ti 一 一 hi, 人 7 D 
Er UC HE Hh 
dr = (s — 13k, (17) 
1 是 SCOMPEXIHDE, THEITIERES. EADE 


2 e A vj -d- 9t — S danke A o! Dy Tr A f 


十 人 A œ + S adr Aw, (I8) 


3 rH = ERQof A af ^ M EEREN Go 为 Sr 上 的 外 向 


NATERA A dr a RIH 


diti; 
T Rj 十 Dyje (19) 


因此 有 
* 
办 
式 中 部 ,为 后方 向 的 李 奇 曲率 。 若 假定 M 的 李 奇 曲率 有 下 界 , 即 
3) M 上 的 任意 切 向 量 X= IXe, SRX" X > (0 1D) KE CX, K 
VE SE 


二 RS. (20) 


o 
a7 -— l 


设 天 一 0, 解 微分 方程 宁 一 如 十 天 ,其 通 解 为 


A5-d- Kzx FE. (21) 
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| 月 一 -一 大 


TR 


2 = +K 
注意 到 地 是 S(r) 的 外 法 向 量 ,容易 知道 timh 一 一 oo, 因 此 在 (22) 中 


P -i- C, (22) 


4 r0, f EL C— 0. JT BA JE RES oe PCIE CE m h 
一 一 co 下 的 解 为 | 


h 一 一 Rt- vA— ethtr /AO— k) (23) 
H OD 
hk JW — Kethir J/— K). (24) 
把 524) 代 六 《7 得 到 在 > AJP in ea 
Ar x; Cn — 12 4/— Kethir ~ — X), (25) 


如 果 zo c COD. EE A 0r Go ,在 任意 一 条 连接 bg 和 
zs 的 最 短 测 地 线段 2 上 选 一 点 ,使 ry')==5, 在 上 面 的 讨论 中 用 
PIRE ;出 zo 蕊 Cy ); 为 了 区 别 起 见 ,我 们 把 从 yy 算 起 的 测 地 距 
BEES Éric ry Bü] ry 在 zo 的 邻 域 内 是 可 微 的 ,由 上 面 移 讨论 我 们 
有 


Ar, G1) Kceth(./ Kry), (26) 
此 外 ,由 距离 函数 的 三 角形 不 等 式 , 我 们 有 
P “一 Fy L Ò, l (27) 


并 且 在 点 s 等 号 成 立 ， 把 (27) 代 入 (C26) 得 
Ar, €; (n — 1) ./— Kcth((r — 6) ./ KY, 
对 和 任意 小 的 正 数 e Xt FE 070, iE 
(a — D ./— Kceth((r — 6) ./— K) 
L (s — D vv Kethir J/— K) 4 x. 
4 mr 一 4 十 和 则 对 zo 的 邻 感 内 的 任 一 点 z 有 


90 — IBI PA p 


r(r) — rx) x tn) — rro) = Â, 
3T ELTE £3 zo 
dr = Ar, €. (n — 1) ./— Kethir A K) +e 
Hi;E X. 3. 1,4E v f RI SS TREM: 
Ar S (n — D /一 Kethir J/— K). (28) 
x K=0,K>0 时 ,类 似 地 进行 上 面 的 讨论 ;于 荐 我 们 已 经 证 明了 
THER, 4 
x183.3 MERANER. pA M EHER.) 
是 从 点 ? 算 起 的 测 地 距离 国 数 ,假定 M BIER JE N 
Ar S. (a — DLK 72, (29) 
其 中 
Keg K), M KT; 


=， 4 K= D; (30) 
vA Kethtr s — KR), HKD. 
TE r RE] RE PR PRACHEE XE VT D. 

注 记 上述 证 明 取 材 于 [Ca-1],[Ca-3]。 利 用 雅 可 比 场 理 论 可 以 络 出 一 
个 新 证 明 , 参 看 [Ya-$]。 

推论 ”在 定理 3.3 的 条 件 干 ,假定 ftz0 是 单调 递增 的 可 
(x ERE , 则 | 


TIK r) == 


AFCE m P) -+ Q — DFK oF C), (31) 
其 中 TREE 下 (30) 给 定 。 在 ”的 可 微 点 ,不 等 式 (31) 是 在 通常 意 
X FAJ 
"o EA ”由于 


Af(r) = Pidre FP»! vrl *?, 
ARI VI —18€C09).0& £F GOZ20 HIS (3 DD, uERS, 
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3.3 SpEE AE AE E .E BUD X or S xu 

ix M EFAA TAA E € E ULb.X ELM bm 
i aT A Ra 

dub FG lE Vul È v 

PERRE PR EDU A v ERE RE SER BUT (599 08 22 
JL nf 

iz pE M b—|MAEU.n AE p oi ui FE T pH Eid hi 
M EAI €* gg E D0, [1 BUNOS {7E M |r sa) E BOAN 
FA K 
Hip a AE— IE ER. 4 realt FRAT ood F YE BORA 
5 qg Abim. TITULI EA RGE r TEA q 8930 E C? A ER 
拒 们 将 说 明 这 样 假定 是 合理 的 。 在 点 #8 我们 有 


F 


VF = 0, 
F m, 
v v GP o O 
-so tp pI ( 32) 
T 
AD | x7 | * adr? e || Vrli? 
"ERE "de r Ay (33) 
jg (32) 406A (33548 
sat p sGa E 05] Vit lt — 
i (a? — 47 )2 ， mé 34] 
34 2250 EP REFARI TR Ce 
|| Vr?]| ? = 4r? | Vr || * 2 4r? x 4a*. (35) 
Ar 1 KOeth(r ae R), (36) 


Ea X H1 e E 1 P4 M 93 T 
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J— Kreih(e./— KO l1-F--./-- Er, 


FIEL 
rd» G — D + —EKr), (37) 
a? = 2l Frl E rar = 2(1 Trad 
zx 2[1-4- a DC H as — K)]. (38) 
WEE EETE. COT HE C38) TE 7-0 Ab UL RT SE LOU (C18 ALC34D ,在 点 
4 我 们 人 有 


dala t w + 2a£1 + (| — (av X) 1(Q? 一 站 32] 
m (a? — pPUYW T5, 
ENT 
Ca? — rp Éb- 

s dale + l)a? — 2a[1-L (2 — D0 t s — Kale. (39) 
MER H GDE F 83 FERRE] EAA. F n d TAR 
[ERE C EA .nD9EREG EE. ME COGOCRTTEXETE » £l o 5 
RAR BTENE— xx r£. FA, pr EE I RE RULEES BER E v, 代替 
r EIR gC), IAHT v, 在 点 & D$ 34125 SER S 


E _ MEN 
[6 — (rip 2 M nr, GOD? Jo 
WF EE g AERA BEE 


1 
[a — (r(g! + r2)? bh ^ [at — rr) PD 
ES l = 
= le rg en) Tat — GOOD T r,GOO? f? 
国 此 可 雇 对 函数 请 进行 上 面 的 计算 ,然后 令 r —p, 
现在 我 们 考虑 M E BE SEPER EE uu 0. u A — 5g uf 04. A TE 
ER EX 
F= ] 


mn (a EH ria" 
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HH e ARIETE E.P TE BGOIRMIA ER a Abl ARAM. IEEE u ii 
号 以 下 不 等 式 
Au o ES f(u) — mu! nag 3t | Gal, 

EP Lone di A IRI morb, am 0. E A F AE MN XX 50 
0. N22 0, fli 24 um N 时 pOr, UEDE 3. 1, X EE 60, 
TETE s AIGEIN pe WAAGE Se Npa RN) C? EARE toues THE 

uCr) — u,,Qr) -— ulg) Wt — U, Vv rC€ N.. 
JEE A o BE SE ULTRA ER SCC) AINSI Sz 


dug mE fO o nuu NI To ECL e 
MR DSN, WEK gs A 

" Sz bih, HE -— HH et | Wa oo C40) 
ER uy — p? "Es 7 HLI Fai Hiep BREE, AE 7 bib rü Ea 
4 

1 | i 
(a* 一 r*)'u "s (a*t — r*)"u T Cat — r’ Cg) juig) 
| 


一 
[3] FIXE ERE s RT BA RZ ITE C32 80 (390 ,在 ?点 (32) 给 由 


dor 让 
| Wu) ?= a 一 (e TEE (41) 


把 C40) 和 C41) 代入 C39) 可 得 
bi (a* 一 pyy (9) Je 一 m(Ae?p?Y[ (a? -一 )Tyni(q) 8 07? 
— e GP 一 rul Tru) 7179 
« dala + Da? + Zali + (8 — DA + A — Ka le, (42) 
4 0,18 (HE XII 
bl (a? 一 Pjymqy — m CAea? 3| Ca? 一 yug) Te 57? mp, 
AP PORR ADHAR F e 8708 AXE. HFL 


234 — Quite ILI AE SESEÉT HE 


ryu TH S a 取 最 大 值 ,并 且 Ge 1 ER ERA zx, 有 
5 a 一 ryu) Je 一 mldan y [ (a? 一 pya (z) 77? m. p(a). 
或 
uir) < Eo 十 dael CON 
当 uQ EN 时 ,有 | 
Ca? — r^)"u xL (a? — NR) xia" XN. 


[NUI FEES A r A 
H m max piu) 十 middai a? rr ry | QN l 
| bær j o až — ety 
(43) 


[A] E x3 x. amoo, 我们 得 到 
ux. X. 
于 其 ,我 们 已 经 证 明了 于 面 的 定理 。 
定理 3.4 设计 是 本 奇 烛 率 有 下 界 的 完备 黎 曼 流 形 ,x 是 和 上 
AJE f eR um 0, AIR u UE 
ja Em fQu) — mu-o Yu || 7, 
Hop mie dee A mz IR. a0. AE RRIF: IPTE SX 020, 
NT0,25 a9 N I] f GO zm bu! ME M LE 
HR 
推论 ” 设 开 是 李 奇 曲率 有 下 界 的 完备 各 受 流 形 , 由 是 型 上 的 
Jr fis ex ER C e TR E 


CORE) 
Ap > bod — bg! mud dM b, D m bi, 
其中 大 是 大 于 DX 5c0,520,-,5,2:0. EN EAE 
Br 一 和 


的 最 大 很, 网 
DD EN, y or € M, 
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证 明 fEXR 679 0.4552 — o 4- eL | uw — 0, 并 和 且 # 满 中 
Au ps bou 一 EL — 5, (u -一 gc! -—— arr — b, 
HX 0 «Lb A b it N GD 是 方程 
by Cu = gy! 一 一 bt -一 bia -一 eg) t! — iri m b, = 一 
时 最 大根 ,出 当 um NOSODBI 
AN E bu, 
-HEM 3. 4 TES uia CDS). m 5h75 CLE] NCOL60 4577 77 T2 
bs (ua — EY — bj Cu — i) *  — 5h — Hd 
8] dre DOR s MERAN Nr BRE aN te BU ASN, 证 
tB. 
3.4. 双 曲 型 或 抛物 型 仿 射 球 的 李 奇 曲率 估计 
我 们 现在 把 上 一 段 得 到 的 结果 应 用 于 信 射 币 分 几 人 村。Calabi 
证 明了 一 个 完备 的 拖 物 到 或 么 了 肯 型 仿 射 球 M I) deg |ESE Ji fH 
定 上 的 (参看 [Ca-3j)。 这 一 事实 的 证 明 需 要 对 Fubini-Pick 形式 作 精 ， 
BET. m 
Pi = Sup [2e lj 4 j | Dags = 上 (44) 
n — | 
P(r)ie M LERENG EUR TTA. 我 们 证 明 
命题 3. 1 
> ~ (RL. (453 
证 明 iE xoc M ru IE ex. BOE $Ono d x6 点 的 单位 团 癌 


E, EME 2 aS AIC 达到 最 大 值 。 把 ECHO DIEA me HUE 8437 
癌 的 测 地 线 平 行 移动 ,形成 ,的 邻 域 PETI HALE UR HEUS n. 
FEN EAJ MAAR 


n-—1 


?= [22mm 1t yy - (46) 
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四 为 " Ae BL fr 1 18 35 . iu S Z'W.Wm ETE To, Tam) — M (xy, 
根据 定义 3.1, 要 证 明 命 题 3. 1 需 证 明 在 点 re 有 

A= a t DECRE + LPO. (47) 
E » iB BE— RTF T, RITE 

T niro = 0, AnCz) = 0. 

an Fro = Y 50, TE CT 

u I 1 
a — L5. 一 (一 一 ACA AD gg — 一 一 
(0 DATO T y 22 dn — DE 

X 2, V GSAD V Cj AT »r 


7 7) 
-| 证 c» Ada Yyy + 一 


(Ya — ACT AD Aj CV v ATO m uo y y. 
>l 722 AGCAAL) "wi 
AP Vea: = Ve, V":ccEGUVe. BE OM ROB sg d 
射 球 ,由 <4) 和 (2) 得 到 
AAi = D LAPALAT H D LALAPAR 二 S LALAZAD 
— 275  AUADAG + (n 十 DL AR. (49) 
将 C149) 代入 (18) 得 到 在 点 am, 有 
D) FAV Gs) A 二 A 
十 Am AP — 2AF ALAS 十 O1 + 1DIAAD d ) |. 


-iXfi SDAA) | 2 ragate) |+ (à -— DLE 
* 2; 274. — Ch — anam |l. 


2i — DIE! + (一 DLP 20 一 DES |. 


Za c^ LAVAL CV 4s.) 


y . (48) 


To 


(5:51 9C JL E 第 二 这 cms 97 


= (a 1 p IE LDF) |. (50) 
从 {50) 立 刻 推 卉 (147)。 当 (20) 二 0 时, 不等式 C47): 是 平 几 的 。 证 


中， 
定理 3.5 设 以 是 本 +t! 中 的 完备 的 地 物 型 或 双 则 型 仿 射 球 ， 
则 它 的 李 奇 曲率 居 货 淮 定 的 ， 
证 明 由 命题 3.1 和 种 定理 3.4 的 推论 可 各 
PO EV, Wr€ M. 
由 第 一 章 $ 9 中 的 公式 519) ,可 推出 李 奇 曲率 是 负 半 和 定 的 。 证 毕 。 
Hi ISE AATA h EHA ITER, 
Jox— La. 
由 此 推论 ;我 们 得 到 似 下 定理 。 
定理 3.6 AH 中 的 完备 的 抛物 型 仿 射 建 必 为 租 圆 独特 而 。 
征明 d;OxJ«—L-0 Hifjd. urb. 
48 (CT. .— 71-18 1 281 A 8T 8] 27 FE 


uM 
det 5] = I, (51) 
Aca uii , arp att! m uix déc ERAS ADT ENG BREUI. 


定理 3. 6 相当 于 说 ,方程 (51) 的 使 度量 CO) Se ie f m ici — 


的 。 但 从 分 析 间 度 酒 ,以 下 的 疝 题 更 目 热 ， 

设 att! om ufa! e,o a REMEE T ow EASA tE 
满足 方程 (817 ou EF- EELZ? 

Au EATE A EMIA a ARERR aA, HEM 
2. 208 EEDA EEI E p) ARE 3.6.8 ECKE 
Yji zt EEA T mm EA.: 

定理 3.7 设 ux. E ARE ES A Eme. H 
H9 E 7r £8 C510, W u — LEAKE. 

注 记 这 个 定理 zn 一 2 时 弟 K.Jorgens19054 年 证 明 的 (Miath. Ann, 127) , d 
rÆ 5 8j € E. Calabi 1958 -J-iz"H63C0[Ca—2 1), b ££ 8f n XX A. V. TPogorelov 
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1972 JF ir "pégc[Po—1]), A Z2 i fo i x da cR HR 8 E às E R3 E 
sa Pogorelov 85 4s TH. 


$4. 完备 的 双 昌 型 
仿 射 球 的 分 类 


我 们 已 经 知道 ,完备 的 栖 圆 型 仿 射 球 是 二 次 超 遇 面 4 定理 3. 1 
gu HEIR); 完备 的 抛物 型 仿 射 球 四 怎 二 次 超 曲 面 ( 定 理 3.6) 。 然 而 ， 
完备 的 双 曲 型 仿 射 球 却 不 必 是 二 次 超 曙 面 , 例 如 人 上 中 的 鲍 子 
regt =C, dug E. 3k p.Calaoi fg T iTA 5g DX i 
AU (5 SE ERAS Jé — o iir d PCT. BL se 6 B LED EET I 
类 问题 显得 特别 蛋 要. 1971 年 Calabi 3€ H1 T RT m i BJ 2C EL DT 
半球 的 分 类 的 猪 测 , 他 的 猜测 可 以 分 成 下 面 两 部 份 ( 参 看 LCa-1)， 

(Q) At 中 的 每 一 个 伪 射 完备 的 4 维 驱 曲 型 仿 和 财 球 浙 近 于 
At! 中 一 个 是 锥 的 边界 ; 

G3 AH! 中 的 每 一 个 非 退 化 的 四 锥 ,确定 4"* rjr XX Bl 
型 仿 射 球 渐 近 于 它 的 边界 ,并 且 这 个 仿 射 妹 被 仿 射 平均 曲率 的 值 
唯一 确定 。 

这 个 著名 的 猜测 后 来 被 乒 成 杠 、 郑 绍 还 .T.Sasaki 等 人 在 欧 氏 
std WREE TRD, 我 们 知道 ,一 个 欧 氏 完 茶 的 坊 射 球 是 仿 射 元 
备 的 { 淹 一 丘 定理 ) 和 整体 严格 四 的 。 反 过 来 ,一 个 售 射 完备 的 仿 射 
球 旦 否 是 欧 氏 完备 的 呢 ? 对 于 李 贺 型 和 抛物 型 的 仿 圣 球 ,这 显然 是 
HAI IT Auli SH STER. TOT ]uEBH T WE E PS m" 83 se EB RE 
XC. 结合 丘成桐 和 郑 绍 远 的 结果 ,这 在 十 性 假定 下 给 出 了 Calabi 


(D [Cnen-Y-2]rP 8 5 Bg 5| E t£ i. —- 15 456 d) 5X ELTE EE E REM IC 
£5). HULSH mde HAAA D, PERASAAN CE LL]. 
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— —— ee EL | 


猜测 的 第 一 部 份 的 解答 。 

EAST dC SEEXIXN SC arty LIE D iii Calabi 猜测 的 证 
有 明 ,主要 取材 于 LChen-Y-2j 和 [Saj。 REE s 71 53 S 
的 双 井 型 优 射 球 是 欧 乓 完备 的 ,主要 取 衬 于 [LLi- 的 。 

iM A AUS 中 交友 抽 型 信里 球 , 它 的 仿 射 平均 曲率 L0, 
由 定理 3.2,W 不 能 是 紧 臻 的。 在 44: IBN — HEX IK HL antt 
EARR EH, 我 们 进一步 股 定 M ERREI ER 2.2, 它 
也 是 仿 射 完备 的 ;因而 we RE Antí 中 的 非 紧 , 完 第 ,可 定向 ,局 部 严 
Fre m WA R H. Hi Hadamard 定理 ,对 J&—4- sg Vg Mo i8 
EAT HS dS Php b, P AAE f. PIED EREÉERI. H ET E, M 
X UA. 

因为 M UC INSERAJ, M EGES HAA spice I 
Bm mg. p EA EAN E. M (EIU p PAINE SRI UT 
行 于 1 的 直线 与 M €Xx€uwyE—d&. REE ERFITT DUE 
la MAATE p$’ Srpg 与 六 所 确定 的 二 
维 平 面 并 与 开交 成 一 条 过 PP M P WEEG r EIE 
b5 P.G—1,2) B] r£ SE Ae M de P, KHARE, VE TIGER 

Ej 六 交 于 两 个 点 ,这 是 不 可 能 的 ， 和 

的 一 地 当 才 与 下 全 时 ,考虑 任 一 过 上 的 二 维 平面 与 
ZE RAJ i HHE o El FERESE TI LAHENI 2 5j 型 不 厢 能 交 于 两 点 ， A 
我 们 在 AU ER g BA RT AI S PCS pp I (e M. inp pr gi np 
D. WR GAB rt—0D8DE M ofer m.xHYM 
SEULS BS EEA EAEE TE at! -—0:piegm px O EAS EIE GE 
mx S eE. H BIRA OX: o ANAFI O Haahi. 
ERE RFF RENESA TIAIA. 

命题 4 1 £2 — 4A" 

证 明 GE SQ. E= Gl, eT EaR, AF a Eh 


100 B; ERE JL AT moa SO Ek 


FOSE MaE, dor £97 DTE imf Oz) TTE, Zi dim 
(t) — coli] , 50] 3 6 Hirt CRIT EX Ciz! iE see Lt SEDIAR, HIM 在 
z anga, y el 时 与 开 的 交点 数 大 于 1. AEAF 
JB. dy limf O= HERE OA M AKRA JR , Bim o9 
二 名 ,有 即 o=, WES, 


04 
D = | FORE E] p= (,e,2)€ a} ， 
D 是 名 关于 了 的 Legendre 变换 瑾 ,了 的 Legendre AE 1: gi Zr u 2 
USE) = ul(H, etum) = Dr Z- fG» (D 


g=, eg 
由 $1 中 的 讨论 ;并 的 Blaschke [P & C, TE IE 
aT 
其 中 -[«( 25) | 7 AF E) coi am ms) Re 


JE && 83. MAT u d RET AER SC. SL M 是 双 曲 型 仿 射 球 ,由 
8 1 中 的 公式 C20) 得 


Üp p 


上 上 式 左 端 是 正 值 , 白 a0 可 知 1 
u(5) «0, V & e (4,2) € D. (2) 


Hie $ 1 rhg3|FR 1. l.Legendre Ar $5 
F.G = d—D 


t = rl, Ax) GI e Bo) 一 一 CTET 


fh 88 BREST JL I iom "ewm Iul 


是 微分 同 胚 ,因此 D X 如 中 的 开 集 。 


令 


C = {irl or fOr [£09 0,x — ry RE dd} (3) 
dm M 与 其 伪 射 中 心 所 确定 时 级 体 。 帆 于 对 是 西 超 曲面 ,所 以 人 
是 47+ UBmBESBERE. m CdEBIRGAEIEH: tU rris THEE 

C* = EA Ir Yr EC) (4) 

ABO o PATUA R AURA. rzbJefgTE At 

Ht Bu EX ES AR {E 434 与 本 等同。 于 是 Cr Rat 中 的 一 挤 
(E. TEER C* Jg C Kj tcpolar cone). E25 C^ 了 世 是 四 音 ， 

Ut o de M TEX c AP AEn 9d M sur —3. p 8 为 


M 的 处 法 启 量 , 我 们 有 
引 理 4.: M fH dm HERE E 0E I EAE ST e AJIA RE 
C9. Hp 
C'^—de6cAatt|éz, 0 Yr EC}, (5) 


这 里 我 们 用 !( , oem AV nm NT, 
证 明 1$ 2€4u9 EMERG JEDA 1 AER TU IK P] E i 
量 ,出 


9 = (aeo Leo, — |. 
Hg s AIERBE. 6 与 (3 了 02) 的 内 积 为 
s[ DP Lea) -一 jG)j- SU, 


h FESD RI PHA 3 0, XE (di e Ji ya up s 
Ü e 对 于 任意 的 pc ec, Bp 一 (xl, ux fr) Ti» iE: == {Xl 
z)cAa.05pfüp m 


(8,5) = stCS Te S.) — p). 


因为 函数 Se LG) — F(x) EH 2 TURCA GO Hi st 2» 022 


J02 仿 射 微分 儿 何 SR sumi 


u«0 fli. Y PEC 0,0 «0. occ *. 
Ez. ES—(QVES-S,FBR Cc, X BERT IU: 
(E.g) m Ey! H Ey? HR rop ET D, 
Hi C'?ügsE C.M EB XR pW Ep 0, BR L5 M RABTE.EB 
M 落 在 一 < 雇 定 的 半空 间 中 。 沿 着 一 的 方 问 平行 移动 H.d- M 
AE EX IE Se eU E DEPT Rm] B 65 M IHEUIT — us 5 3X E M XE 
xX — x B X I& A EE. WEE., 
下 面 我 们 证 明 妈 是 有 界 目 域 ,要 证 明 这 个 事实 还 需要 下 面 的 
g| FE CAE [Chen-Y-2 D: 
引 理 4.2 1$ W A ERE HIEN p EE XE WR E] eg 
EC .pQG DRTE «xmO 是 增加 的 。 (DE uH v dép Jr TE 
deta) = det| 305 = gru) 
的 两 个 C REEL AERE TRAE. lim Qu) — G0 C0 一 致 成 立 , 则 
YEW p.a. 
证 明 d wd EE OO, v2 Eg dS IRE RETE T DE 83 
(kr Jr RE | 
Ca — o) | PR — 952177 |— detu) — det() 


Hu — n 


=| qot 二 HO, — $32 


= 一 [oco (u — Ui 
Hi uU e mE de grt TERR AERE ESL XR IE. 
Œ 
^ [| Kt |; 
是 一 个 工 阶 和 期 图 算 子 。 引 理 的 结论 则 从 极 天 熙 原理 推出 。 证 毕 。 
Tí f EER AS SBERTEdS(TWERH T mi) Gr. 
命题 42 D REN Vr, 
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证 明 分 两 步 进行 。 


| 把 DD 与 集合 
| sao). — Diz € ^ 
等 同 起 来 ,由 3 引 理 4. 1, D SEC C^" 与 超 平 面 £1 -——1 0926 SE, BD 
D— ef) die o 1), (8) 


n T CU Ehi, ETEA DA. 
2” BT fA ONSE. DU Legendre ZEd& F qs o 
IERA OO 从 (1) 容 易 算 得 


SECO) = 0, Po ].2,00,8 
Eb xeu TERE BEUA e ORCI M 
UCE) Z2 u(0O), V 6 C D. (7) 


AA D EFE. H 4E D rHÁ4AE— TE TR € 0, EG E EX OO 的 球 域 
BCe), fg D EARR, M) D PTEE — e AREIS LIAE RR 
TE, ie y CAUSE ,0) „Heft 上 很 大。 ESI D At 出 ECE, Dere DHT 
BCe) PAEA BLIonvex huli), IER 53 0,0, 0P BCO 1 
TE = JE: 上 光一 个 于 党。 

设 8&O 是 一 个 本 球体 , 它 的 中 心 在 ( 林 ,9，… 0,2! Bem e 
aH Kim 2n TE IG ECD ke ES iud 7r A BE L(t Cn, 

r= PT üt a RO ER SEE BCD 视 为 一 
AME Za OYL EEO E SE SCIRE: 

o m — C— LO ETT LS py (8) 

t 5 R8 


2-7 — 
min elp) —— CLO Tipi, (3) 
nE Eco 


104. für y Ju foi *h— d. — 26] 1] 9E ER 


d -L 
3707 一 【一 Li) kai UE 十 z— uj 一 »,0)»| i 


C100 


dei[ 55 a;]- (Lp), (11) 


CIDE o Æ S1 IBSEEÉCORDGdE EOD büyrhRÉE. 5 —J7r ib. 在 
ECO EA BR dit 4 few 也 是 该 方程 的 Ear. T EgOOmBgi WS DL.e—0.u 
«D, HSE 4.2,Zkc ECO E use, MT RE 


uc» -—minaC£) < min ve) =— (— Ly Pg 
EN ni 
一 一 《一 mwa Pn (m (12) 


不 等 起 (12) 表 明 是 有 界 的 。 因 此 只 是 有 界 的 。 证 毕 。 
XU dX f HEEX I SE d 3 e P SUEBBE Calabi 猜测 的 第 一 部 份 。 
定理 41 UEM fé AUU 中欧 氏 完 备 的 2 维 双 出 型 仿 射 球 ,出 
型 渐 近 于 它 和 它 的 仿 射 和 中心 所 靖 定 的 凸 锥 的 边界 。 
证 明 ”采用 前 面 的 记号 , 设 吕 是 击 (C33 式 定 多 的 型 和 它 的 仿 
JTF GETI EAI E. Uto EXC mun oq] x. AA 
f zm. 
我 们 公 需 证 明 , 对 任意 的 e 守 0, 存 在 如 中 的 一 个 紧 虚 W.ufliss x 所 
W ld ,f(—gGD se 就 足够 了 。 仿 
= {Ee E Dalte st) < El, 
p S nmm. D. 上 的 仿 射 度量 为 


G = (Lu) v, xit. (13) 


由 于 


fGh ru) = OG), IE) = Se a — «COD, 


ge! fan 


BiH s Ly SIX aiy IOS 


. e 
|df| 一 一 ni 2.48 28 ~ 3 , 
Hj 38 2.1 的 推论 得 到 


6 一 一 a 5s zm — H 
Lu yu PX ac jJ. (44) 
趟 下 “是 仅仅 依赖 于 PED (是 ( 二 5] 之 逆 。 因 
为 

F ;_ Tu 

as T DË auae 
RAGDE 


CD DR «C a| Dek jJ. (15) 

现在 我 们 证 明 D, AH GL D.C D, PRR MJ 9D. D aD3£ 5, WE 8 

= Ce, E5 e E E IDAN AD, a CD = (ECE! Ee EO [0I THREE EE 

MAMA E. H FIE D E, luz eht, h eii] 
HERO Ee 


=D apt) t 


«f. E aE ea f zu 和 a 
上 式 右 庙 的 第 一 个 积分 是 有 限 估 , 第 二 个 积分 为 


1 ] Bu zi 
Nox 
1 rt zu da 
«| zt 2,8525 — uy -f 1d 


< 一 zd to - hi zc - Ies 


EPSE E i ERAT RICE RIT E o COR DIRHERLAS i TEIR EJ. 
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x hb—-rIEE.IDBA eX D aA 并 ,而 D FEHB) 


Tee fai) «I b D.C D, 
HE D PR. D. ERE, Am W= SE A chap es 
zé HHH 
© = eK uE LD, 
Rj 


-e< Er ŽE O. 
. —^C df. 
0 «f — DF IG) e (18) 


S-in (oo a) M TES! ESCO) 


HOEKIK 9-2 RE. h S [PR 4. 1,90 EWH p= eaa’ 
v Wil. so, gl 
Sos EG) — s) «o 
[EA CIOE 
0 x. fO) — g() xe. 
时 于 是 任意 的 ,所 以 结论 成 立 。 证 毕 。 

Fi 4X (155 43 Calabi YA REG 53$ — 3667. 

定理 142 给 定 AUU H1— RdEIB [E RS I HE C 和 一 个 负 常 数 
LV A'*' p fEXEME——-- EX EC SE t IPLE R AR M Nt T c 
AYI 7-, JE H EE Za S EEG PEE, 

证 明 FEITA EPE T., 

I^ edboBibig C ETEA., AE ELE C TREE XE A FB 
fO. MC ER OC HR BELHE Ct 是 由 (4) 式 定义 的 对 偶 空 间 
Atie ori] — ans HE. X6JE ACC pA ok BEDEAE ERR (0501,65. . 
UO 9392) At cp) EEG RAE AE RB CEI.ET Lenox 
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m. JE YARRAK E CC gCDgu $U-—-—18)]R DAR 
DEBE. 810:0,,0:, d AIA RITA A 0 eerte MU ong 
43 5 pax RABIA RIDE Cer atO 把 上 中 的 点 的 举 
ER C23 ,07, 9,2, — Dip AIC 2. E a EBEN R IEA Fr RAN — 
个 定理 (参看 LChen-Y-11) J£ EWE — —|- 4k D 4268 E D. EE 
STRE ES e i2 


<a? I: Drk 
| rara n (Lu) ， TE DA, 
u= 0， ip aD bL. 
f| u RINEN A rmPBSAR S 
Q = {l,a je = E) EED) 
和 和 岛 上 将 图 数 
f(x...) = x 一 ul). 


IH u B T PE RA EHI fag TE. I$ M ER f oU AS H, BT 

M = {r'r uar f yr rl cu. 
IK] JJ «HE FEN Legendre 7b ERE, Hp S 1 PAJER 1.2 HIM RE 
- dE Fel ex, 03 HIE 35] BILE 29. La CHO ATER. 

2^ EERE] M XE TEIL D. D AJH KHT 
AA 的 么 模 仿 射 标 架 的 选取 。 和 如果 男 处 选取 An B3 —- z EI 
HIAL D dodo tda p RAIRA P E pA ERIS (aga y 
EFE AT BASDHEREERA EE A (05696 rga At 中 的 点 在 这 个 
ER D IAE ER BI G Uy te’ TIEA. dE ntt ARD E ER 2E X 
Xm 


C17) 


t ta 十 1 


| "psu I 
B "M Gli 


Rp] An" PATIH AE: bs 09] E BR 2 


E! 


M 
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Ti c" Tun 


Gy mana) m (lat eruat > 


TY e Tu 
Arp OP 6D 833538 PE Ef] be Ek Ep, Æ 0 ERER T 
1534 HL —r48 AE DIBD C Nit D HE FEIER e pip 
的 程序 ,从 站 也 可 以 构造 出 一 个 双 曲 型 优 射 球 MES M 有 相同 
H3 f 31 b CA E RUBER OH T EI BE 疡 。 我 们 要 研究 M 
£M 的 关系 。 关 于 上 和 六 我 们 有 下 面 的 引 理 。 

218 4.3 (IJ D EIAS ER CAS 8,2, 1030 D E f 8 
Cay ta s —)D BE 

= {OT TD) TH my. 
CE) 设 丰 是 方程 (7) 的 西 解 ,wt 区 是 方程 
| det) = aD, — TEDB, 


Ahy 
v = 0 ic ap E (m 
的 出 解 , 则 
uE) = vo Tt = DT) 

证 明 At RARER E re LICITOTEEAR ES ARTI B AERE 

为 
T= ^£. A=, Zeat l, 
或 者 
(£^ = Th. 

在 由 Att cp ees RR DES UB) D$ D AEF D Ug 
Ce 2, 20, — DETRE MEAT D E53 Qmm m 一 1) 应 在 射线 
(L8! £87, UI, — DGIO EL BOTH 


e= Tub D Tr, 


ird oor JL Scc sedens 09 


从 而 CI) 成 立 。 
HA DZIA t 算 可 得 


os Cr 一 2,7792] 

-— Tub 2 cri 十 TY), 
+i . "at 1 
ESTEE 2.19] 


- Gui — Byntu) 2 asa STU) Pre 


由 于 
Too "od 
der! + erty =| oC ' i i 
T "t T 上 
— Tt! "at — TH I 
=(P — » 0937, 
JS 


aj t (ti 一 2jm51 


= Lui — DOPED R 
H snm aD EAERI, TEA Tt ET y) Je 
"REGERE 驴 上 为 零 , 因 此 是 方程 (19) 的 凸 解 。 由 解 的 唯一 
性 即 得 CI >), WEE., 
次 


act[ 57 


gg. DENN -— rin), 
是 > 的 Legendre 2E HAR, ds E SLAY BED 
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M = LG she ata sam Dn = OD, D € D} 


AS OP E HRA L hJ RARR. Ha 4. 30 AYAAN 
标 满足 


= > Ciz! cT BH Oo UU 
=> Tu T Ui. 
这 表明 从 D 0 D Wy XX di M SER M LM XE IB] A du TRE. 
3^ 现在 证 明 M 是 欧 氏 完备 的 ,我 们 只 项 证 明 只 = 一生。 为 此 
1E A' Es X ER Te 
Pir) = sup(— «(D 十 P ,z£l£ € D), z€ zu. 
Hag X.aqEoLbo-—-fü 
MHERB 2€ 中, 至少 存在 一 点 £€D, fk 
PE) =— ulë) 十 2 ze. 
如 末 存 在 总 的 向 点 二 使 上 起 成 下 ,考虑 二 的 邻 起 上 上 的 国 数 
BE) 一 一 ae) 十 » e, 


它 在 了 达到 最 大 值 ,因而 有 | 
: a 一 -- as Lg 


册 此 推出 # 一 天 人, 即 =E9。 我 们 断言 ,这 样 的 内 点 二 一 定 存在 。 
ERREI E RARER D PRT Yd. WPXp—U)2€ DOR 

l WE) 一 一 CE) 十 D+ Sue. (20) 
tr 0 fiie Re CTRT DUE D EY » ERRE WOD, EE. 


仿 射 油分 几何 E-E Had 111 


W(]gD—(£), wu u EJ 


|t det Ce) = (Lnw) 在 W 的 内 部 
的 吓 解 ,显然 “在 W 的 内 部 也 满足 方程 det gigg) — Coa 717 
JW LE.ux0,H]35|ZB8 4.2,TE W E uscupe, HI C200 B] I ulf) — 9 C£) 
可 得 
— uw (E) - SE L-aQo- ue 

> lE 十 uw 

Z— wc gU, Vica. 
REA WwW EAIA RI 二 (== 一 ww 十 2 在 斑 的 边界 点 了 达到 
EXdE.dETIBIHJA 中 我 们 将 看 到 ,关于 ww 的 Legenere 2 ii 3 
Qo AC, TE Sw WOTE W pA. 我们 得 到 一 个 


7F fé 3x P JE BR ISA. 
4 二 4 的 证 明 。 在 $1 中 我 们 已 经 知道 ,由 方程 
g'g ptl op l 


c D, m 0. — D, — 0 
定义 的 曲面 为 双 曲 型 仿 射 球 ,我 站 用 eE E. QC oom 3 
平 打 曲率 为 一 (020-10. He HR, 容易 看 出 ,适当 选择 常数 ec 可 以 
使 QCe ,加 的 伪 射 平均 曲率 与 M 的 相同 , 即 竺 于 Lis Qen GET 
P BE 
= {r E AP zm 0,7 ZR 0,1 m 0l. 
V Bm PE C T 2r (8: 38 EX ES DER 38 (305 #411* 与 annt 等 问 起 
X0 2j 
= ir E AT jr! x 0r? m O et xm 0). 
如 果 对 坐标 系 作 一 旋转 ,使 新 系 的 vn! E PEERS CES 1.02 
方向 , 则 有 (ea 可 视 为 某 个 定妆 在 整个 超 平面 10 Eüfir fü 
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iE. ay! ua, aO A R BuSÍI ER 4. 1,71! — 0 关于 elsi» 
的 Legendre 2E $E d V0) (ont!-—10),3x RE — p ER HER » iE 
形 。 作 下 面 的 两 种 变换 ， 


y=， 
m 一 yt. bj 

RB GE AEB IUS) nx » BE, a = dette 。 设 QC ERR TF 
由 4G dv POXOR. Aso dE XXE REDE r = 上 的 。 
适当 选择 (o 和 六, 就 可 使 超 平面 P110 ECT 4 II Legenere 变换 
Bi W. HTF d 5j ux HH Legendre FIRAR, M mi ow 4^, 

5" 由 3 知 弄 是 欧 氏 完备 的 双 曲 型 仿 射 球 SRL DEGERE. 4. 1, 
M Bir 

Č = {tlr zt, rf nl aro 0. ry r € an) 

的 边界 。¢ 的 极 锥 为 | 
* = (4 € Art'* (5,5) x 0. V p € C). 
4 | | 
b=0°"°N (Et! =— 1} 
由 命题 4. 2 的 证 明知 ,了 EA RT f AY legendre ©, ER] o, $= 
D, Am C=C EN M HET CA). 

ik 好 ' 是 另 一 个 欧 氏 完备 的 双 曲 型 仿 射 球 , 其 仿 射 平均 率 为 
LARRET CAAT. Ub» MUSEI BERE 4.1, M 
err 

CF = (Er — p |£ 09 0,2 = gt) M 

的 边 办 ,因此 C —6, 显然 邓 ' 可 表示 为 定义 在 r0 上 的 严格 西 
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EA Punta AR RIE 4. 1,27 — 0 EF PG 
的 Legendre 4:3: 1073 D, 天 的 Legendre 2b BR ER SY u TRI I 77 EE C172, 
El REI] E— TE w =u, DRE SSS Map M M ETE. WERE. 

上 面 证 明 的 定理 4 1 和 定理 4. 2 BERR SE EET RET 
Calabi 8 BE. MERER EG o5 er fR 0349 HT SC 8r ok XE 4.1 的 结论 是 否 
成 立 呢 ?我 们 知道 ,对 双 曲 型 个 射 球 和 而 言 , 欧 氏 完 备 隐 合 仿 射 完 备 。 - 
反 过 来 ,一 个 仿 射 完备 的 站 时 型 仿 射 球 是 否 一 定 欧 氏 吕 和 莹 呢 ?下面 
我 们 在 峰 定 这 个 双 曲 型 仿 射 球 是 一 个 整体 四 超 上 曲面 的 条 件 下 回 管 
X T ier A 

设 是 上 中 一 个 仿 射 完备 的 双 出 型 伪 射 球 。 我 们 普 先 假 
E 于 是 定义 在 小 中 开 区 域 上 的 一 个 严 覆 四 的 函数 fr,z? 

2 的 图 ,了 的 Legendre EPK ER Bt u (4,22, 和) 一 Siege 一 


学 。 经 过 平移 ,我 们 可 以 把 坐标 原点 选 在 M 的 仿 射 中 心 。 我 们 知 
道 , 型 的 Basehke HE fii A 


6 - X e 5) | aun 


一 之 ， [sei zx Tune. (21) 
由 于 (zz) S os a e 


od 2 )— df e) (22) 
通过 AA 中 的 欧 氏 肉 积 , 型 SHEET HEART F 
U= CESE Ay 2j (23) 


取 5—€0,-,0, D. Brix 4, b — —n2LAQ ,我 们 得 到 


lit 仿 射 微分 几何 第 二 到 ”完备 的 仿 射 球 


so) E S. o 


式 中 4 是 关于 Blaschke EE pE MWA T. GT M ERM 


射 球 ， 
d (mp pe C e» 

因此 
az=- "ul i. (26). 


为 了 估计 | Vl | (S112 c SE SL TENE SE ir RE DOE b" 
AU CHE CYa- ST. 27 系 1. 3. 5), 
定理 43 该 于 是 李 奇 曲 认 有 下 界 一 天 (天 之 0 的 完 务 黎 曼 流 
形 ,更 是 型 上 的 正 值 C AR. CED E 
A D. 
AB ACA! ER. EXE AX CIO. 


LY? ce. Vz€ M. (27) 


证 明 在 于 上 于 选取 局 部 单位 正 变 奈 架 场 ,记得 关于 这 场 标 架 
p E QE A 锡 , 对 等。 由 李 青 恒等式 ,我 们 有 
ja | Vel 5 — 45 + S eC) 十 S Ro, 


>> a + a- K) vel? 
对 于 固定 的 点 oE M, EER xs HERNE Av np 
Bien = 0C0222) , di) e VA || GO 所 以 在 该 点 
[SZ Vel l= dr, 
[5 E 


lacp vel» = LvIvel No KN vel: 
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me — LAS 


12-1 1 入 1 

zo» 4 LO. y 

je >l 

er T l o a 一 ön 一 2 
cg 十 c — 1 ó)d, x 一 DE ) CAD) 

1 — ó(n — 1? 

Ta f — — | : Lio A Ya? 0. 
>H aly Vel | — Ho 


其 中 5 为 小 于 一 的 任意 正 数 。 由 
Lye- Vel ac] velo-d V Vel t 
可 得 
Vead veloz c -—01vivett 


1— 6n — 1»? 2,52 — F 
一 +a KOVE]? 
o 
A y -vol LYEN «anu, Wa 
Fy = Zi vel . vei ve 


B lel ve. l| vel 关 0 的 点 
AW SZ || mam + Tae d- 2Ve: NT 
Spar HADE op 2Xdp MP 


REIP: 
velslvol y 2Ve:vv 
i ve | p 
| z l— éK05 — 1 
>p yr c lY IVe 1 a = D ^ 
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+ CÀ — A) |vejo —ar— 222 
[| wd VI Veill* 1-—90— D..1 
ACTES à) | ve Jo án— 19) ^ 


- ky — 2 Y2- VT V 


取 e= E , 则 有 


; VY : Vd NO YT. NZD QVE: NO Md 
— (98 一 gp) ————— 
e 
MF e vo V vel - | ve? 
一 a- TE Tg 
-一 (~ ve ,H|wvive | | | Md | 十 e^. 
v q7 
但 
AvIvel i Yel | ,1vit veli digej? 
€ || NE | qt di 
——. 5. INI SNZel |? — e vel' 
^7 2 Eval 2 | 
m l | | el u l uu 
p Gai 5) else! —G—1 OO) 
因此 ,我 们 得 到 
AY [ VE VY [ — ó(n — 1) 
ur A zx — A -— (i — n — P 十 Jim — 7736 - D 一 - LP y 
十 F 1 T 一 Jr (28) 
A E S Vi 
F(x) = (a! — r*Y9 = (a? — 7?) | Yd | , 


式 中 "+ 是 从 某 轩 定 点 PE M 算 起 的 测 地 距离 函数 。 显 然 F(z) 在 测 
地 球 DCD = (2€ M le GO Ca ARR zi 处 达到 最 大 值 。 设 在 该 
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点 也 汪 关 0( 著 在 该 点 V8 二 0, 结 论 显然 成 立 ) , 象 在 $ 3 由 一 样 , 可 
LAB E c YEUZ AR BT DC ETE SS, m B 


Vr VE 
gaë — p? u' ^ (23) 
p? 3.1 : 
AP 2X7 TS VY < (. C30) 


- 253 一 y PT T (a -一 pur ~ 
EDEA C300 ,并 利用 A ROSCIHA- A K 03H [| e IE = 1, n[ 4H 
AT Coll -+x Kr) Br c (31) 


y" a^ — r* (g* 一 r3)3 
Hp co ERRIRE T a 的 正 第 数 ( 参 看 33 中 的 C637) 式 ) ,把 C28) 
RAGDE 


Ek ol oe l—8- 10D 
i 2 aci J D d(n — 1)? 2 
Lb. 2 0X1 T ar or 
4- s — 1 sv a? EN p? (a? E Di m ü (32) 
Hi (290, TE zi Ti 我 们 有 
Mbe VY L zrvr: vb 
qo B a” — p?p 


arf $Ü 
Z— 4 党 一 Qá + ia ay). 


EE OU fEROES XX. EERRA SDH 


p? 
-K—?f Joa" — 2(1 — toe s 
1 — öin — 1) 4 
EET NEN mS" 
Coil 十、 Kr) 8r! 
ML -qu BE 
Hg 6, {E 


] 1 
L4 -35- 2e 1 ~ 这 + 让. 


115. dnb mE JL PM m ft B UT AT ER 


i 


| d’ 
| l— én — 1) 
CS —$n—D D A. 
Hj 6 8; BUE PELO. COL Cs 者 是正 数 ,因此 有 
| r: Cal 十 KY) 
— K — Cre y Oa Cam o VET 
8r? 
(—— (gt — py? < 0 
或 
CE1 — (K Gi ro Gor Er — 7*2) Br 
— Or A e O. (33) 
我 们 有 


C,F* — (Ra! -r Coa? H CyC] oT V K asa m 8a 2 F* — Cy? x. 0. 
PHE E ^E. EBIACT F^ 89 XD ROB R, R 
Ka! -r C A Call A K aja’ -t Ba’ 
2C, 
xL AKa* Ca 二 Coll + V Kaat t 8a* ? + 4C,0488 
2C 


EXC + Cua? 十 €4( L 十 ~ Kaja? 十 Ba? " OC 
1 1 
HUP F n AAEREN EX BDA ES r8 


2 
Ca p)? | YS | 


PS 


十 


-一 Ka* t Cua? -p CaCl t A Kum t 8a) VC0s, 
I — Óá— Á— 


(34) 
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TU v o UA (n — 77), UE. Ui I, c ea t 


[i CT PEE. zu. 
Hi C26) sg PB. 4. 3 np, IPTEN $E C flde M 上 


(div viz : «cC 


Ls 1 起 


$ 


即 


| Vul o, (35) 
x] 


定理 4.4 im M JÉ AU sm Temm xi ys m i 581 
ER JU M ERREK. 

证 明 dE à BD EPDPOGDECESWmEBGO.GEM. ERA no 
zo 作对 的 切 超 平 面 H..fperl32 GE g RAIER, RAJEE ro 
^u OB ER Or EAT LL. Edd On EA xUC dM RI 二 一 
C4 |sti-0p*fTIHL.RS xo By RA O, 0,1). RERE 
明 任 一 平行 于 rr 二 的 直线 与 MURERE A NAE M ux 
FENE 过 上 的 图 。 设 基 一 条 平行 于 r 轴 的 直线 与 M CET 
E PUBL p pcE nBF Ll. 过 严 作 下 的 切 超 平 面 HQ, HFM 
BINE PE SPESE, 不 平行 于 xU MS HAE, ba HT 
A E N, FARI 2 一 一 ce 所 在 的 一 方 为 于 方 ), 因 此 
n ERE NH, 的 下 方 , 从 而 坊 射 中 心 帝 在 ,的 下 方 。 这 样 ps 点 的 
WERKE M g8583— 323. 由 此 推出 站 在 天 点 的 仿 射 法 矢 指 向 M 
凹 的 一 边 。 这 基 相 可 能 的 ,因为 仿 射 法 舌 总 是 指向 曲面 凹 的 一 边 。 
因此 MY TEREE NEA BS ESO DPI SSImENREN f 
(x!,z5,- 27 的 图 。 容易 看 出 ,原点 0 是 8 的 内 点 。 现在 我 们 证 明 
=F, EAA A a BAREA M 229 上 存在 一 个 到 点 9 的 欧 
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氏 距 离 最 近 的 点 = Greer) , 作 直 线段 
| HO = F, Oil, i—1,2,-.8 
则 该 直线 段 全 部 落 在 台中 ,由 于 帮 是 访 射 完备 的 , 当 上 =1 时 ,天 
Emi 
CE Oy ED) fl'G) nO) 
的 仿 射 弧 长 应 趋 于 ee 。 下 面 我 们 计算 这 个 仿 射 产 长 ， 为 此 我 们 先 
计算 了 的 Legendre 变换 函数 4 RUE 


| vel: = [aes CA ES 


= (L oae E m MS ael, 
Xi fü — 255, (9) 县 (fs) 的 逆 。 该 曲线 的 仿 射 弧 长 为 
B =j | [en xci] PSr a 
-f+ fy 


上 式 第 一 部 份 是 有 界 的 ,现在 估计 第 二 部 份 。 
| | [et ZE) Fa Ji 
"ennt 


P 1 
J] | d 
AN 
=|, na E NZw [| d 
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(7 
| £4 | 


Eng B8) XXe B TP (G5), 3X i86 88 12: Bi EX B] (5 5 9L I ACE DI BJ fE 
WFH- ETE. HE 2o. M EARRA. WEE, 
Calabi JA a B 558 — di (3 TE ch Bn mE AHE E Fg E 
定理 45 AH pA CT UEB SES d 9 T ER en i 
EFEC AJAS P ATHETA fERT 3235 . 


x n2. 


Z2 HRILA SR o MÜDESPME-—TESERE 


zB Bp ME FE E 


本 章 研 究 Att ruby ASADI hà COLE ETE Bf Blaschke 度量 或 入 
S Sm JARGBESS DERE TW RE T8 E ILE p 8 p 05 SEHER HE 
Pick 不 变量 Blaschke HE Et (018 A jig 20 0| B PL 26 au T9 E — T e RE 


$1 阅 可 大 斯 基 积 分 公式 
的 仿 射 类 似 及 其 点 用 


1. 1 积分 公式 
在 欧 氏 空间 的 凸 曲 面 的 刚性 和 玖 一 手 问 是 的 研究 中 ,闵可夫 
Nr JA A IDEE S SEnJApHb. TEA, TE iR E WES E 
[ Cher-: MN A'*' ePi Hp m m ef RIT 
UG xrlM— AUC AERE Bi eR ETE CIE EBD. XE AM D 
SUUS AN OM S ne "S00 a E ere TUM ,er 
nd MEER LEES. JC E C, s3xübeuu—Y. I 
GLA T RAER OGVBr usw mpm Xo: 
A. = [zY .dY (a. dY adr, adx], CI) 
D, = UY aY sd ze euh], (2) 
Lii IHE BUB f) ER Jé 8] E ev qe] E E i 2 E 3S C ETAT (C n] 
用 这 些 元 系 芷 证 一 各 人 懂 仿 射 标 深 下 的 分 量 组 成 的 各 二 站 阶 行 列 趟 
米 计 算 。 症 计算 这 类 行列 式 夺 ,我 们 约定 一 律 按 烈 展开, 并且 徽 分 
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AU Au MEHR. $84 4n 


(i th ; 
> == dw! A es — eX À ul. 
£u Cu 


ili £23 s RS HU p BUE fo Hs 4 E TED Fo CE HS EE S 

i i Ra — mn] RE — re] RC AELUS C ATE: o e BL ERENE TT T8] DICT A 

值 变 导 ,而 当 两 向 量 值 的 微分 形式 安 换 位 置 时 ,有 向 休 各 的 值 不 

外 微分 (01), 利用 两 次 外 做 分 为 零 的 事实 ,我 们 得 到 

$4, = — D, — Dj, p= D, i, — |] C3) 

xr p= LU ác dReXGr go ducc tk. CRUDO NL Sm. 
Te T4 XU 

| Gn. pı H BL) —— EZ (dA) ， 


r = ,yr — l. 
Tr RAET TI Dr JE 
dg == 2406. 


di — > a pi = — 2; Uwe, 
TA CD 利用 行列 式 的 性 质 可 得 
D, = (— Eat Ld, (5) 


jh FB dV zo! A uA Aur de M ITF Blaschke E Et foc. Jf] 
行 到 以 下 的 积分 会 起， 


ja 一 pha pdk = (— Pt uL (6) 
rp = 0, l, "+, — 1, 


行列 ， 当 MERKRA, MÉ 
ja — pL ar = 0, (7) 


p = Ü, l, I. 


I24 Rai SsB-LXA ATES- FEER 


1.2 RAPERE T te VET E 

Exon mrt tpe 38»m4 V E XCUG UL SPI dem 5 Me Hr TRE e 
PRASE H. 

ERLI W ziM-x-ÁAUU EAE. E M DL. 
则 rM) EHE. 

u3po HRGA ,我 们 在 


[a — pL = Ü, 
Af 


ja -一 pLi V = Ü. 
M 

HF L= 36H] D EWIIA ZR 1H 258: 55 — 5C 3€ ETE 
y "m j— LM 一 


由 于 (ME BBJE fid . " Te (JE EC 3x YE x CUD) 的 内 部 时 ; 存 20 
处 处 成 立 。 利 用 不 等 式 
LL, 
我 们 得 到 
一 入 一 … 一人， 
IR JE CM JE SCHO THUS EIS MA m Jm Tr ER. WES, 
jm EAEE SUEDE 33203. EE E BGE e 
>I M LARR. Jeita FE. 
定理 1.2 Gp zlM-4 E AARE E M EEDE 
点 ro ETERRA ER 
A0, A4;0, €. ACD. 
证 明 REE 3E TE x COMO B POP IBERT SE TEISME p 
—«U,—zL. VEM (dX xs Abi AE. TEE ro fi 
p, —-—U,.,—rLz—ü0, il... (8) 
上 式 说 明 x Y G2, zs—aY GO .ULT UP 812: Git pp gi rir PUT (i) 
一 机 ;我 们 有 a 过 0。 TERTUE—2E3] 8T. p» AI PE E 
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P. —— Uu 一 让 六 十 三 UÜ,, -一 Eig. C9) 
dixe 7ggm oc. 
Usg = M AU, — BU. (L0) 


BLUT r7 Yo, 3 OO TU ACD. EEG GO, x)——0,-— —Ój TE A 
ze 4H 到 
p = uh, t ó,,. 

HT as ORIE CO TE X za DE TEIR COTES xe IE RE BIETER 
tosd 0.2379 0, A790, WEE, 

BU 1.3 {8 r: MA RE —-BXLH. TE M IL LIO, 
TE M E AZ»0,AzZ0, 7. ADA0, 

证 明 JHÓuEN. TETE — H n HB ASHCO.IDEZXR1.2.M EE 
TÉ — Xi oro fis 4,7» D, dia ex TE. (TES zz {4i Ai = 0. MJ mE XE ra 
Ti L= RACHAT i. EL 

TE 4 ir M> Ast EAE m IHE M_E LSO, 
HETER r Srn, E Mob Ld. OD EER, 

证 明 ”分 两 神情 形 讨 论 。 

I) sa 一 1。 利 用 积分 公 趟 (7 以 及 无 一 常数 ,我 们 可 以 导 


出 ^ 
| — Lepila = Î, 
M 
利用 不 等 式 
Lalee Lrt, 
可 以 完成 证 明 " 


2) ra. 设 (一 C, 我 们 有 以 下 不 等 式 (参看 [Ha-L-P]) 
LUCI -C. 
由 各 分 公式 <7) ,我 们 得 到 
D 一 | 1. av > o= fav. 


. Tao HILM Aog MES -PE aR 


| AH TELE n t RTE x CMD BS PILB W 220. 我们 有 


上 pr 一 c= peL ar =< c-i| pLadV = CU | qv. 
AT Y N 


ESSE 
(Lye = las 
这 只 有 当 h= iee c= A AEF aJ RE, EHE. 
定理 1.5 g r: M> A+! Ee AHEM E L>, 
TEER r arain ULT C0, ljr E M E 


疡 一 l 


= 2a CLr» 

则 zCM) AL PER. 
证 明 ”利用 不 等 式 

L; Lii 

L La 
"n]43- | 

: L4 X3 L=] 
I= Lo g)> > =) l 

Rp 


利用 可 分 公式 67 可 得 
| — S eb, MV = Is — MeL = 0. 
因此 | 


r— 1 
Li = 2 Cb. 


ik HE ek= ehta, wbHS, 

HR BU AICT E nTULUuEHB SR ERAY 20 — EPHE TE 8E PORE S 
再 [HTs-S 1 [Si 27, 

M z: 彬 一 和 本 是 一 个 帅 形 面 , 并 县 在 M E LIO BI 
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T= (y! =], 


id dA m oV A eL (A cs A^ tua. Izd CT2 n] bl 23 nS, 
| (Qu m p.d A -一 Ü, 
M 
一 从, | | 


IS JG ike Eri E PER YS Le PRO, Qui Uf E. 


1.3 —3 ASIA O0 75 Hz8918 HEAT 
为 上 MESZ BID mE (5 6109 EE P P2 Il TE fo] 25, fU (CTS IE BTE 
ui [-- BS LAE i 0 77 FERT RE RE 
定理 1.6 dE r.M--att! 是 一 个 印 形 面 , 了 是 本 1-253365 3 ER 
T. CE fi SE | 
二 了 一 RL Ff, 
8| £F E A [a] fie a tnl [E f= a). 
证 明 TEM EAR ib A BI E RAE iens eye 上 个 
PO tue EM 二 了 m 
df = S fe. (11) 
pE M LAJA P Eg 
g == 一 ^ fe, 十 Teatis c17} 
ERTER IET EA. BiA 


Æ Ea m9 — f. C132 
PARRER ua EAE., MAOD 


128 — BSATERULSI FZE HEFE- MHE 


一 一 2dfe- J hog J fate 
+ dfe H fo, wr 
= $, C— fa — S; fe 一 fBu)oe,, 
AH dac T,M, & 
dg 一 2 Toe, , 
其 中 
Tu = — frn — 24 fn. — fB.. 
显然 
Ts 7 — (Af + lf) = 0. 
下 面 我 们 证 明 T.—0. AA T.—T.. RRINE T REDE: 
9— [z,0,da , dz, dr], 
LU 
dà — [2 ,da ,da ,dz , **- , dz ]— [a da, dz ,*** dz ]. 
由 于 de dz 基于 M. RITE 
x, da,da dry de |= <U x77 [er da , da dr, ,dz ], 
[asda sdg, dz ]— <U a [ei da, dr, dr], 
将 dr Ewen de= XTures 代入 上 面 的 微分 式 ; 直 接 计 算 我 们 得 到 以 
下 积分 公式 : 


| <v, > Sd = | Usa Sur, 
AB Sisse 分 别 表示 (7, 的 特征 根 的 的 第 一 .二 阶 初等 对 称 多 项 
X. 由 于 5,2 2 ,7,—0, [E 
| | Xv sav = 0. C ) 


3x It ea TE B HI PA p » RES 8T 3C PE ERO o — LU, — 0. mi 52x81 
— 0, d Eg A ni 5,0, JA 7 一 0。 这 说 明 e Rb Af Au 


05831 or JL faf 第 三 章 ”刚性 与 瞧 一 性 定理 129 


考 请 中 心 仿 射 法 化 的 铺 形 。 用 与 上 面 完 全 相同 的 方法 可 以 证 
明王 商 的 定理 。 

定理 1.7 UE XxM-——A'UU 是 一 个 嘱 形 面 。 把 原点 选 在 xCMOH] 
AE E RELI EE Y =x, fM 上 的 光 户 函数 ,满足 
以 了 微分 方程 

Af tR Vf: d- af — 0, 
HER V' 是 Tschebyschew 回 量 场 ,A 是 关于 中 心 仿 射 度 昌 的 拉 普 拉 
Hr ST .WrriEW aca. 
fexU.L, 

EF V EPINAL E dE RI xCMO ERRERA. 

定理 1.6 34 2—2 时 是 Blaschke 证 明 的 (参看 [Bls-2]})。 Schnei- 
der 把 它 推广 到 高 维 以 及 更 一 般 的 相对 微分 几何 。 


1.4 蓝 形 面 的 刚性 定理 

我 们 现在 利用 定理 1.6, 5E EL 1.7 证 明 ( 等 积 ) 仿 射 微分 几 和 柯 
中 的 几 个 刚性 定理 。 

定理 1.8 WE r g MAN 是 两 个 卵 形 面 , 若 在 对 庶 点 有 4 一 
G, L= L WFE 4+! 中 的 一 个 必 模 仿 射 变换 0o dh z—o sz, 

证 明 Wm ect 是 各 + 中 国定 的 么 模仿 射 标 架 ， 则 

> 4 一 1 2 十 | 
由 和 条件 e -G6, 7 一 五 ,我 们 有 
0 AZU y a> = th U s ha, 
UB U EIM) LBPMESSISEXIE. BERE 1.6. FERRE, 
£y, ttd TRE 
—U.gv—U.BT, 
A—1.2,-,n4- 1. 

a ER sr ea EATER. BIERÉFTETS AR AUIE RC 


L50 — (HS LN Sh cg EdPEEMWE EIU 


Hy. 35 7** suas T 


t 
> tada = Û, 


LT, S aa >S C$ aa C Tyga I 
= $a «XU. mU, D aa m. 
这 说 明 Yam E ODER SH [EG wA 
Sama = D, 
R pognon 的 线性 死 关 性 矛盾 。 令 
上 一 SO clim. 
出 
«UU. I Beagle OA. d4) 
jp c — (D AE EE ARPER BR Cantor anti A ct amit o 
A'i déc p Bp sb] CLAD TRE HR 


U —cC*U, C152 
TE i E 
z= dece) | Cz, (16) 
Wi 
Y — | daie) oF, 
HT 


—L m — 
<1 UY >s 1 = Y m [det(C)| "UU.CY) 


= |dace) | ei, F), 
(U a> == ia dec) ENE Ü, a), 
我 们 有 
P= Jaee) | eD qam 
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与 4157 相 比较 ,我 们 得 到 
pg 一 | det (C2 ] 70 | | (18) 
EE 
G =G =G; + 
iU 6,6, Æ GLGLC RT E ER READ E 3X TT 
< 


ES HE 
r= |det(C) 3 
从 而 
y 一 ldeo) |? + b, (192 

式 中 5 是 一 固定 大 量 。 将 人 代入 (19) ,可 得 

z-—QUC£fs--b. 
m Ti AAE HEX Blaschke 度量 ,我们 有 

det(C) — 1. 
ur tE 


TE Rk EK Z8 fa] P h ni hi Por 39 8 89 PL RT] TUE DEOT EE E 
定理 。 这 个 定理 还 有 其 仿 射 几何 意义 。 其 体 地 说 ,有 下 面 定理 ， 

定理 1.9 E z.:: M= At 是 两 个 卵 形 面 ; 共 在 对 应 点 有 了 = 
Y RITE At PAPE o,f =o x. 

证 明 d X[EY-Y AER MS O A B 
空间 。 我 们 在 At HS [EE—EXESPIHTRA * ECAT, 8 2E OI — ER 
区 空 间 。 这 时 xf 时) 与 却 邓 ?在 对 应 点 有 相同 的 欧 氏 法 向 量 。 在 
zCMO LERNER En HE EERE ES Unies ttt semi d ;使 erste JE 
E r E rO MEES b5 ODHA. BY-YaupAs- 
U, WE KEANE ONS zCMO BS ES Ur g, t 
KU. UTR "eu, 


EKSE, HATER EF RB EED H zCM05; 2403828 F 


I32Z — LEE PER o BUPEISME--FEIEJU 


移 。 证 毕 。 | 

定理 1.10 {Y r, 8: M-A) ENA E H . 4 YEATBZ SE B—B, 
L,— L,z»0,Wi[ f£ Tk AT"? 1587] 5 BESTE RR o, fi z—0 e r, 

证 明 ”由 定理 1.3, uL nA B=D JA 58lEEBJ.-* 
IE zCMOSI zCMD EH E USA Y (O9 Y OD s È ETE A BED HR , 
部 具有 有 中 心 仿 射 法 化 。 由 于 a= L 3€ S 10 中 的 公式 (39) 
可 知 , 它 和 们 的 Tschebyschew p hti MISE. BB =r, AAEE 1,7， 
用 证 明定 理 1.8 [n] Ff f rg n[ uk Y CM 5g Y CAD 3035 本 + 中 的 一 
^r (r81251& c, Ye e Yn fEiislirz—eooz,]r-Y,. mns 
1.9, 2M) £j 2M )AT2 ont! | — TOP 2L [REG CAD 53 ?CMY) 相 六 
AH RAAE o. HUP. 局 一 三, 这 个 仿 射 变换 必 是 么 模 的 。 
证 毕 。 | 

EA E JUATSOTE 5 38633 T Schneider (5j 3c X [ Schn- 1 . 


1.5 XTIBULNRSERUDA)AE Eid 
我 们 先 证 明 Schneider 的 以 下 结果 : 
ERLO UE xlM-AUUÀ CAECUS ig pu Ae equi E 
J=0, Mf zCMOdE — TRUE HIE T n] — RR y s 
证 明 PRIBHWIS: 
D) LI06xL-0,. WPB S 37h E GQCI00, TOIT 
有 > 


E -一 jjj zx > A'e: d- (n 一 ijala + DJG + Li) zt 0, 
RE JE M EANRAIG J A) i KIGE N e E380 , AIR J 
=0 Ababa. AE CME DR E B B] 7 b . 

2) L,«Q. JEM RARE OOA nc IA R Y- — har, TE 
M Esp" d EE 名 KY NT n A ize, "rta Pea Pat ! ,使 Pis a BCT M, 


(D BLUE EE EAA E. 
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0, 二 66 一 了 设 bc + 是 一 国定 的 余 向 量 , 则 fo br E 
M EAHA. RITE | 
df =b, ove > 5 «bel, 


Rp 

fi;i—-—b.e. 
由 

df, — b, J, est Atep 2, 
我 们 得 到 
一 Af: + êy b, Y > 
= 22 Asfe- Liéysbxz , 

四 此 

Af=— nL f. 
TE riM) EELA 1] 8T 

q = ^ fe; — fF, 

刚 

KU ,.aam-—-— |f. 


我 们 现在 证 明 a REN X. E 
一 ^? Towle;, ! 
其 中 
Ty = fy t Do Ahit Ld = 2) Ayfis 
H Jk M E XT 0, TE 0M E 7,—0. 与 定理 1.6 的 证 明 一 样 ,我 
们 能 够 得 到 以 下 积分 公式 ; 
[<ur> sar — [tao sar = fo, 
式 中 s, Sa 和 8 的 定义 同 定理 1. 6 的 证 明 中 的 一 样 。 由 于 在 边界 
上 和 = 2, Tue, 0, ATE 2M 上 ,89=0。 我 们 有 
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| «vs salF = | — o U,.a c SV. 
M F" 


H] S= 0 MU, —— L0 可 得 5,— 0, M. mij T, 0. Hl a 4e 
A. MFE R ac At 使 

< byt l———U,q I. (20) 
我 们 在 4” nr SEDI TR" * "V4 ttt t att Se ep. fi om: 
At x Anti RODSANEUU Sij, AAC ER TETE EB fe Ai 
阵 C.H 

L= Cr. 

因此 


WCnilIe—U,.kID—«U.— Y 
| 


| a 
——L,;77WR. 


ERRI zCD JE LX ril — 8959. WEE, 

为 了 把 R. Schneider (322; E $85] 3] 8 — R2 1 T27EG 38 412r 28 
A. Schwenk 各 U. Simon HA A n LSch»-S p. 

Baca 是 固定 的 向 量 。 令 fU. ,我 们 有 


FF 二 之 Ua， (21) 
太一 一 9 Afi — Bf. (22) 
Af 一 一 nLf. (23) 


PM EPHEXONOBIEEE J.T T mi] Bochner — Lichnerowicz 
AA: 


FASI D = Y Pa + DRAR, + M Q0 
O ARLE AR RI 


Fj — 2) Anu; 十 y m 2)H8; 十 Abs. (25) 
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$ IB = D) AgGUs 十 RD， (26) 
182320, C25 MX A C24), HT 
2 Dd; B GVADI— > 二 二 一 » FFB; 
= DIG; 4», BF ny KD, 
当 Lo E STET 31 
FA DNR) - 080 D BAD + pia) 


— [n 5, fi — CAY] + nD AmA, + lg — 2S, (27) 


2 
IWIN 
A 一 >D 一 à 一 mf >， B*; — n L^). (28) 


在 履 上 积分 ,利用 客 林 公式 ,可 得 以 下 积分 公式 ， 
| 2L fun, = R SBa + FL Y fwo 


= 一 |t > Fo — CAT? | 十 n> AmA f; 


4 EIC — 9)8f* MV , (29) 


AP y A 2M 的 单位 站 法 向 量 ( 关 于 Blaschke E fbi? JE 27 JE b. 
Al M 的 定向 所 诱导 的 定向 ) 的 分 量 ,40 表示 9M 的 体积 元 。 

当 我 们 用 和 仿 射 支撑 函数 p» — —U.— ro (ERREIDII 3B. 
公式 《29) 俏 然 成 并 ,其 证 明 方 法 与 上 面 的 类 似 , 我 们 上 略 去 。 

A. Schwenk 和 和 U. Simon 利用 积分 公式 (5290 证明, 若 在 邓 上 
L=} AX .TESM E J—0.H a= —-—ASV I] xCMO EL UK ITE 
的 一 部 份 ( 和 参看 LSchw-Sj)。 我 们 注意 到 , 当 r3 It, E 9M Eas 
h= hn ADRESE Rr RITE TIRER, 

定理 1.12 Wb rMo GDE R R A MagRBRECEX S i 
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曲面 。 XEM DL ATE M Db J—0,.5| zCMO RE -1X Mil uni 
一 部 份 。 | 

为 证 明定 理 , 需 要 以 下 引 理 ， 

引 理 1.1 WE iM EXEUNT XL EDI Fs] p PE CER iC IP) XB HE TE a 
HE M E L= TE oM LA AWH IE GB — 8: HI 
平行 , 则 raS. 

证 明 DEWI EA AHRI RREA FI E TFI TE 
ETRE b,Tf-—-—U.bL,. iX 
b = 255 T bhithis 
n] 
,=U b= — b; j—1,.3,--,.m. 
由 于 三 9M Eby Y RITEM EH f,—0. 

2) pA E BTE T — n s EDI ER CR 
EEH E. F p— <U, —r >, M] p——Us—2—. ATE 
Erf Y ;所 以 在 3M Lb»-—0. 

LEAH T (29) 左边 的 边界 积分 部 化 为 零 。 册 于 
《392 右边 各 项 者 是非 负 的 ,我 他 有 

&f -—0, 
By, 

Sp =i, 
由 于 e(O RBE R A S 3X p) x RARE. Mr s JL 
PAAA E, BRpIES£ETERDAU S= 0, M ANER. WD. 

SBUB1.2 r MA Gap ERER Sem e d AH 
面 , 符 亚 2M 上 一 0, 则 在 0M EA AMA NERA ETa E 
HFT. 

证 明 ”我 们 在 M EAR A38 GERAD ryer ,6， 
ea) el eis e E TLM Om sea Y OEIL ZAR d 9M h,e, 
Ca, 1t 4E, | 与 oM HEJ., e (12535: Ii jJ: 1L LÀ : 
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fa fn 
加 为 在 2M b J=0, MATITE EM E 4,090,445, 0, ELE H 
(GE S9 du OD. en FT 


dB m CP Ba Qu, 8-— Ba) 


— As gn ENTER - j. 


由 此 推出 
Bus = CB Js, i = Adans 
B, — 0. 
HTE oM E 
Bas Bana = 20a. — 4B, = 0, 
可 以 得 到 


A... 一 ,2 一]， 

即 = 二 常数。 国 此 沿 荐 oM dH [f YS hdr, ubt. 
|. Æp, Hisl 1.1 RIS] FE 1.2 可 知 ,xtM) 昨 仿 射 
EE, FRH Schneider 的 结果 (上 定理 1.10 可 得 zCMO EL PR BEOEL IS 
一 部 份 。 证 毕 。 

定理 1,13 ij ziM— At GOES EVE ITI EE CE 61 FEE EÉ 
Mes. dE M E Lus 0,7 n ATEM 上 J: 0I 
zCMO RE — X bring — HR o 

证 明 由 引 理 12 在 3 上 各 点 的 伪 了 肝 法 线 奖 于 一 点 成 互相 
平 打 。 山 于 L£50.u[gp 2 天, 有 人 可 上 各 总 私人 仿 射流 比 交 于 一 
点 。 把 坐标 原点 联 在 该 点 。 由 由 分 公式 (6)， 得 到 


ja — pud s C Dra! | 4s. (30) 
A uM 

fe LN — — 198998 fa ^ (31) 
NW m 


Au 
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由 于 在 0M 上 zy, 我 们 有 4=4=0 在 9M 上 成 立 。 令 从 二 os, 可 
得 


fa — ¿iF 一 一 Ls 一 LV = (32) 
HT aA E 在 M ERYS., 利用 不 等 式 
LL 
T (32518 2l L—c,jX H1 Amm Aa m À, n pb. Fi BE 


PE L li 可 得 定理 1. 13。 证 年 。 
定理 1. 12 和 定理 1.13 取 自 [L0i-34] 。 


$2 Q4 Weingarten 曲面 


在 末节 中 我 们 用 指标 方法 研究 至 中 的 邢 形 而 的 一 些 唯一 性 
问题 .指标 方法 是 研究 二 维 封 闭 申 而 的 一 个 很 有 用 的 方法 , 它 最 早 
由 Cohn- Vossen 4i: fif 35 — Zi EX EX; 353 [8] FEL ET] BEL Tp TE REL T 83H TE 
MRDA. pH RE M EA TAS. mGBDCPI X CDD 
zre b REMER — Er AAA RIAA A EHR CA A E. 8T 
TEPER EA ER FEI DEA $8 2 35 AA RIPO LES HR ER LA 
BCT Dn Er ARTE TI 9620177 TR2H (03 28 A AD EE E M08 Ez A 
pi mitt az diri p REG JUI E. 3T HR 58372 M ERUH 
|! Hu ,etal |。 


2.! 曲面 上 的 线 素 场 和 网 

UM iA OG?B HUP . 

定 关 2.0. M Eg —7 T — 28. 57 d Cdistribution)0 Je — A- pki, t 
对 MM 上 的 每 一 点 »N E TM 的 一 个 一 维 线性 子 空间 。 
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AHT 0 jg CSI V RERO S PCM E p 的 一 个 开 领 
域 0Cp) 以 及 OCy) 上 的 一 个 中 向 量 场 Z, 使 对 每 一 点 4s€ 0(p)， 
ZG3KRBE 9(9)。 | 

出 微分 方程 论 可 知 ,WM 上 前 一 个 一 维 分 布 8 在 局 部 上 确定 唯 
一 的 一 族 积 分 曲线 ， 

一 个 外 分 布 也 叫 连 续 分 布 ,在 一 个 紧 致 无 边 的 流 形 圭 不 一 定 
存在 "分布, 这 与 流 形 的 拓扑 有 关 ， | 

Wt OC M 是 一 个 开 集 ,0 以 自然 的 方式 继 卫 了 一 个 微分 演 形 
EEH AN M BIST DOE e 

定 凡 2.2 设 OC M 是 一 个 开 集 , 称 避 上 的 一 个 一 维 分 布 如 为 
M kü]— EX. W 如 一 中 的 点 为 线索 场 8 的 奇 点 。 苛 8 是 0 
EAE Srii, WPRO M DbAcÓ*kim. 

dte 药 一 个 奇 点 :如果 存 在 ?的 一 个 邻 域 , 便 在 其 中 除 p 
以 外 再 无 8 的 坷 点 , 则 陈 为 8 的 孤立 次 点 。 

在 一 个 紧 致 晶 商 上 ,如 果 一 个 线索 场 只 有 孤立 奇 点 ,那么 奇 点 
HT XOT. 

Je (E sg OEE READ dE. NE M 是 定向 
黎 受 流 形 , 设 6 是 型 上 的 连续 线 素 场 ,p E oM, iE 
» haa — Fasbob tix P. pe D, D— {p CO, fE— fi E [1H SE 
cs [0 一 已 ,使 在 ec 的 内 部 .大 以 自然 的 方式 在 上 诱导 了 一 个 
E In]. ERE SURE DU 27 p3 e 的 正 向 一 至 .由 于 2— (9) —0,.c 上 
—5$E X8 3 Ec 内 部 只 有 p denE— qu. O 上 的 分 布 2 在 上 上 的 
限制 产生 一 个 线性 子 空间 场 0CeQOD .. TE cC 3E SEE 0Ce CODO f) — 
个 方 条 ,于 是 由 连续 性 ,对 每 个 ,0 过 (这 1 ,我 们 者 确定 了 OCcCOO 
揭 定 向 。 记 这 个 一 维 有 河 线性 子 空间 为 be 人 7。 我 扫 要 研究 当 沿 
“的 正 向 绕 一 周 后 ,ee(D) 的 方向 的 总 变化 。 在 五 上 取 一 个 无 奇 点 
的 连续 向 量 场 ,例如 . 设 wu 是 与 明 面 定向 一 致 的 坐标 系 ,我 们 取 
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字 作 为 这 个 无 奇 点 的 向 量 场 。 字 在 D 上 确定 了 一 个 无 奇 点 的 有 向 
RETS A EAW, REPCE, WO] 3ERROCECO 
SWODHA I f, 3x 3c fofi IEM 上 的 黎 曙 度量 计算 , 符 
ig NaCI CNAA DH 5I. 型 的 定 近 一 臻 或 相反 而 定 。 
A 5,7 [8CcCO ) W CCCO TE 2€ e — Fac fü ie b. ES 
看 出 ,角度 的 这 个 总 变化 与 在 (0078. 9CeC0)) 的 定向 选取 无 关 ，。 
定义 2.3 MZAA p RW CndexD id 29g 3. 88 X. 
j= [9C ),W (cCGD)]. 


容易 看 出 ;一 本 ,其 中 是 一 个 整数 。 

定理 2.1 j 与 玉 和 5 的 选 下 无关， 

uB D dV 是 男 一 个 无 奇 点 的 连续 向 量 场 生成 的 有 向 线性 
子 空间 场 ,出 

6 [iW] = GO - LL WI 

由 于 W PARTA, H o 选 得 充分 小 时 可 使 5 过 [7, 太 J] 任意 小 。 
B AZ P WE m EE (E AL [Y W 1—0, 

2) ”和 由 于 一 6, 连续 地 依赖 于 c, 而 2j 又 是 一 个 整数 ,因此 ;与 
的 选取 无 关 。 证 毕 。 

定理 2.2 j5 M 的 歼 曼 度量 元 尖 。 

证 明 Ep ADA M 上 的 两 个 正定 的 黎 曼 度量 , 则 对 每 
tf， Dt, 

fué = Cl — igy t thi; 

也 是 M Epis dee HE. 因为 2; d tünyxctm t, EE 
必然 与 二 无 关 , 从 而 与 开 ERTERSEHE REOR. WE. 

定理 2.3 W MERKELI. G W genus H g A3 E HH m 
是 对 上 的 具有 至 多 有 限 个 亲 点 时 入 续 汶 系 场 , 则 香 亲 点 指标 昌 


HERE JUI EE Uaim 14] 


为 
2,5 = 2 — 2g. 

这 是 一 个 重要 定理 ,关于 它 的 证 明 请 参看 [Hoj。 

定义 2.4 R OCM E-t HR., M EAI — iP] N EEEO 
上 的 一 个 映射 , 它 对 每 一 点 Eo ME TM 上 的 两 个 一 维 线性 子 
空间 AGOM he), HOD. pE. 

N EPE c., 如 果 对 任意 E0, EE p hi E D 
G AR DC;O E B i A C qp] EE EE £1. rs 使 对 任意 q€ DCGO,.Z 
(EA £D Za CD SE B, [C9)。 

M —O B» BRA PIN 的 奇 点 ， 一 个 珂 在 局 部 上 由 两 个 线索 场 
生成 ,但 整体 上 不 一 定 如 此 ,如 果 0 上 存在 两 个 分 布 ,使 对 每 
一 点 pEO， ADSL), AMSL, WER M 为 可 分 的 ， 

定理 2.4 设 M RD EE EODD E 
M EBSERRCO,2) E SE SK REIS. iR LOWE. 

O 对 任意 pE M.det(D; (O0) x0, H Ht LL ACE 58 uj 45 
WR ue 的 分 量 ; 

2) dely —0, ll L) = 0. 

财 由 | 
Lu(duY F+ 2Lidudv + La(dv)? = 0 | CI 


在 型 上 确定 一 个 可 分 的 连续 网 ,这 个 网 的 奇 点 为 
Q = ip € M|Lj4GO) = 0j. (2) 
证 明 设 ? 气 吕 ,通过 球 极 授 影 我 们 可 在 机 一 {p} 上 建立 一 个 局 
部 坐标 系 wm EFACAR IEA 514, 我 们 得 到 
(Edu + Lido H CL Da — L^: do*— 0. 
它 凡 以 分 解 为 以 下 两 个 方程 ， | 
CI "Ludu-d- Lad LA labad dr= 0 
和 
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CI) — Ludud-C(La s La — Li Lado — 0. 
它们 确定 两 族 曲 线 ， BGEJUP UPESETE. 3n x OD ASA JE 
以 La. 32 4815838] 

CI!) Lig — ^ Li Ly Liza + Lodo = 0 


FU 
CID —— (ats La LaLa) dt Lodo = 0. 
注意 到 下 面 西 个 方程 ; 
Lota + CL + A L^ — LL)dv =0, 
Chi — s/a — bilbzMu + Ladv —0 ` (3) 


ARITE M— Uin ETATE XE Luas L= L= l, 
当 上 面 的 两 个 方程 的 系数 者 不 全 为 圳 时 , 即 两 个 方程 都 非 退 化 时 ， 
它们 是 等 价 方程 。 因 此 它们 在 一 8 1 工 雇 定 了 一 分 布 如, 个 
对 任意 点 € M—QU {CD 为 过 点 48 的 积分 类 线 的 切 子 空间 ， 
同 理 ,方程 

Lodu + (I; — A / L^ buldu =0, 

(Lis 十 L^: 一 LuLg)Mu + Lido —0 (4) 
在 MOU ir EMETA h REXXIEI)SCM-—QU 
hA aO). AAA 66 D = 0l, RI Lae Lal 0, 
Er fF 2) 将 有 Loam LeS Lag= Ù. E T Jr TZ CD E bg ETE X 
X Birüüx AYJ 6:0; BS ERRER. WMR A 
Hh 35 dg To, E B3 A E E EJ x3. 5. MIF ATE 88 25 xx o AA AT EA T 
室 间 。 实 际 上 我 们 得 到 于 形 一 和 上 的 两 个 分 布 广 ,和 ,从 而 得 到 了 
型 上 一 个 可 分 的 网 。 证 毕 ， 

设 六 是 定理 2.4 中 所 确定 的 可 分 的 网 ;ys 蚌 它 的 孤立 奇 点 。 
iE RID IRSE 5. XP o» BUE Jo WAIA O ET op Up dS 
je 

定理 2.5 


HARILA PE HEEE I42 


站 一 和 一) 一 一 PE [argCZi — -一 1432 |J. (5) 


证 明 HFa F 6: TE 8E— BC I] 82 89 EET ERE Ci 
[8] 8 345 fa EA, r PERI EC m cm jije EIE 
Li Gu)* + 2Z, 4ududv + [€] — DL45 — iLp] n)? = 0, . (6) 
Üzcix.l. 
HT 24 Gai Dis L2255(0,0,0) RE, 
CI —0 Z4 — C1 —0 £^, —6 L at L^, 
—(l-—0Cnba—L4)—tO 7, D4)«0, 
I AERE 2. 4 对 于 每 一 个 司 (6) 总 确定 一 个 网 , 它 以 请 为 扳 立 奇 点 。 
因此 对 每 个 1, 有 一 个 指标 XX 站。 由 于 jt 人 是 连续 地 依赖 于 1 的 ;并 
H BOREK, RITA JOS LISS. m t1. RREA TF 
7; 1€ : 
La Gu? 十 2L dudo — Lj (dv)? = 0, (T) 
它 硝 定 两 个 分 布 , 我 何 取 其 中 的 一 个 . 象 以 前 一 样 , 作 一 简单 闭 曲 
线 c 包含 2， 由 于 指标 与 歼 曼 度量 的 选取 无 关 , 我 们 把 参数 wv 平 
而 区 域 与 M kp 点 的 邻 域 等 问 起 来 。 沿 。 把 分 布 定向 ,并 设 它 与 
元 的 有 向 角 为 r, 则 
du * dv = COST? Sinr, (8) 
因而 
Litos2T + Lsin27 = D, (0) 
TAB. 0» Dai 和 Lz 不 能 同时 为 零 , 否 则 ,由 条 件 DI 25,43€ 018 Lu 
— La L= 0, 1 e epu. 5cdERECRT. A a 二 arg (一 
A — ILa), MEDE EUST 
cos(a 十 2r) = Ù, (10) 
Mn 
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km 4 E 
r=- 5t 
646) 一 一 ola), | (11) 
因此 
j= 一 可 zo [arg (Li — -—-— 一 la) |。 
证 毕 。 
2.2 Br 


看 上 是 启 上 的 一 个 有 有 界 对 区 域 。 考 虚 DD 上 的 第 尔 久 特典 型 
方程 组 ; 


| 2 mx = uiu,v)f + bu. vg, 
"ix (12) 
ET a cO Df d(u.v)g, 


其 中 abc 是 变量 wu 的 已 知 函 数 。 方 程 组 (12) 可 以 写成 复数 形 
Jk 


d ë t,d d 一 一 
z oiy T -I a=ut m lr, 
F-f-HA — lg, P=- dH d 1G). 


Qo (44-149). 


JrnIGpbsdssraWpu. WEFR CODA AR pircrTg 
X REPTERA CEPI TEIG «EAT BI PU 9 Hy PEALT E a de ng A 


-— Ha 
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的 解析 和 函数 理论 有 很 多 共同 之 处 .通常 在 研究 方程 组 (12) 时 ,假定 
系数 nb,c,a 宇 如 上 连续 。 由 于 本 书 所 讨论 的 曲面 都 是 充分 光滑 
85. 因此 我 们 在 叙述 有 闫 方程 级 (12) 的 结果 时 想 定 系数 a.b.c,a 
MEIRAS. DAS S M s WER EHAU? IHR KI} usv AY 
— Bri: £ (i GERE ME Pag 为 (127 的 完全 正则 解 ， 我 们 列举 两 个 鞠 
TOF 8 E —- EpL SH 25 TRA S 5 3R COE RR. 2.6 和 2.7), 关 于 它们 
的 证 明 请 参阅 [Ye-1,2j、LWej 等 著作 ，。 | 

XE 2. 6(0T.Carleeman) 设 下 是 方程 (3) 的 完全 正则 解 , 若 下 


EN F iyu RC HJ. 
i FREE PEEN, 把 (13) 写 成 以 下 形式 
= P, -P49L, (14) 


P. TE DS T3 9E. HPA DER E d yp Pa 处 处 连续 ,四 此 P. 
TE D NAE. m 


W(z)-—-— ! [rw (15) 
W Ww Cot AERE, TOLT LIS FEJ 
F(z) = pea, (16) 


dut eco D AAE ER t. 
A ECE-mL EMITE B PE) 2; TRAD: 


mE ap au D e a E op LIE meg H eg, 


T (17) 
a E -p m zd 十 玉芝 十 各 和 一 Ef T Ëg 
T RAUR E A TF 
u f ido A bs 1 | ug m fta b, ) 0 (18) 
PT la ap | B dila BI da B ' 


ITE CH AS ndo. TE E 60 — Dr I DLL FEE EL 83: — Ais 
AJ ÉI 26 HH AU eR RAAE B. RT A lo nos Ar CL HL PEARL CLD, 
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出 于 本 书 下 不 到 这 一 点 ;我 们 趟 介绍 其 休 屋 挽 过 程 ,有 兴趣 的 访 洗 
AN We]. 但 是 我 们 指出 ;方程 组 (总 在 一 些 几 何 癌 题 中 是 各 
用 的 。 
RIIE ERSA RHA] AE. A TEATA ERAN 
次 Paseali 5 I 2H : 
— = PF + QF, (193 


HH 


SERE 2.70[ We | 时 上 定型 537] UL F hbyTiK Pascali Jy [€ 2H 
C190 ÁISE 6 ERU 4; Fx, F Ue Sedan. 


2.3 JAJ} Weingarten 曲面 

Ap Wr 9E 81 3: HH € 21. 22 iE AL 7T ER COS 35] A E dE LTD 
3x jr ut ra] RHA Weingarten bun. Fe TERE I — 26 5 Ex E ER pH 
63 Weingarten Himi E 8c] 25 fel 19 Z4 S 

i r: MaA R— BW FRU. FEITE MO EAEI A 
E uve fi Blaschke JE hit ir EA 


E 0 
cos(a a) 
DD E 


ATARATA nv ENI 


JE dB E 2 
A an 
dE» dB. ? 

» i 2") m p" = 4 A Bn Bii) n omn). (21) 


因 为 


[i 44 PEE ULIS 第 三 这 o fret Entry idF 


EL, e CO Bz) , 


DUET 
9E _ „3 , 9| Bud Ba 
* Qv de T 2 2 E (22) 
de .aL 9 Bi, + Bs 
Lo 78A +4 7 (A232 
]: (225 . (232 2: EA C200 , 21 中， 得 到 
a — 5B» à, at, 
一 和 一 十 一 pAn Bz 一 Bu) + LABs 
T È chu 
(24) 
d f Bu — B» JAB p Ahi d u u 2 
Ane Dye EN BU p Amos B) p Andin 
(25) 


定理 2.8 {R z: M—> A eA E o i FR R 蚌 一 个 注 
HAEL R E | 


12. frik— 2C ER ET c; RM R di 


a Qn 9 — - s (gi) Cun uan s— yi; 
2) 方程 组 
Fly) = Ù, 
| » (y) = Ü 
APRIGE FQ) = =F), 
aE M EAbALIE GE FCA 2D = 0, M] ADRE AER. 


"uE 8A 出 于 A — Ld L i Ls, h= Lie ~ Li — La, 3} TF 3bEHY 
HAL dA dA: AA 
SERATA a a ETETEA. Hi FOA) 二 0, 可 得 
ah E dE M 
2A dA. cou 


-—, 
Hp 
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aF 3L, (E as 


QA. Ju Ya Palp l 
出 此 可 得 
9F a — 45 22 - 2 
2i, 2« 十 alkis A23 Ch — A4) «a Ü. (26) 
es aL Ji dAn . JL diz "7 
Ju = E" da 十 Ap = P EY -F ( 2, pe 2 , (27) 
因此 
8A; gp, Ia Lo 
CA: A43 o0) —— 2hr e e 
_ Ha Be | 
= £A [25 m 十 E RUE 2 e 2 ža) J, 
(28) 
把 (C28) 代入 C026) ,我们 得 到 
oF Baz | OL BO— Dag 
x ah — Da m a D S bB 《29) 
dab XM ERQXSHISER. CDE GE RE 
eF nm e. Bu m IT 
2 a — 2a. == —; >, 
[2 22, + 2À5 2 x | 2: J mod| 5 ba] s C30) 
同 理 可 得 
ar Ba OL '"B,— B 
g Bell EN 2 D — Ii 22 BH - 
CE 十 2 tt Às 20 x 2v mod| 9 + ] (315 


C300 C210 E YE JE Br AIA o TIA ET] EIU A Abe B LS 
YE: xp As— AVETEXETRER D), Hi DOO Sz iE E 2x ALI, 9o] 7 
Ds [A Li 2E CERE OG (300. C310 E ER P, SL EET AE RB JR 
D Cro) ; ££ XE rC€ Dni T 3l: Bra s TE fi] RIAE— FF 3 tezas H. Hj! X, 
b dE. E a AGD COOR. Bx ETE n] H CGODO C3 D 3I o 
ro hh AL. 
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— Biy Cdu)? 十 (By 一 Bss dude 十 Hs (du)? = Ü, (32) 
设 pyE oM EARE, S A425: —242498 FO9O-20, n FO2-0 
E POUS aM RETE F0, Hh hH ni 


arm 
gà, Vero) 7D, 
HD dk d dq 
JE — os, Bn 


RETETE p ogai DE), Ai EATE pE) A, E30), C31) 
(C33) 代入 (24)、(25), 并 且 令 - | 


py T Ba), f= Bi: 
FEL RIZR HFF B 20 F PE 2H 
X—92 20 malf), 


o4 

9 V 9 0 modif, g). TE 
人 

zu — lv, Ff lg. 
H Carleman 定理 (定理 2.6), HATE DO) 内 f=0, 要 么 下 的 零点 
EMAJ AE PC) 内 FF=0, 我 们 可 以 证 明 M E rh or ex Bad C 
看 后 面 定理 2.9 8]uEWI. 因此 六 要么 全 由 脐 点 组 成 ,要 么 脐 点 
是 抓 立 夺 。 和 下 面 我 们 计算 试 立 奇 点 的 指标 ,下 可 表示 为 

F(z)-gGOoe n, 

xul! eG) RESET ERE, Ut ? 对 应 于 参数 as a 是 e COM QE RE 
AA. HEE wu EG. REAA ER c 包含 ces fli c tr ER ze 
外 天 无 别 的 零点 。 我 们 有 

&CargF) = large) 十 o. CImW (Cz). (32) 
由 于 WGO3E S£. Bre ARE, RA 
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ó.CargF) = 255, C35) 
因此 ,由 定理 2.0, 
1 一 一 了 了. 工 {ars| — B, — v pe EO 


Zo PT 
=— L Lec rg) 一 一 二 .< 一 十 (37) 
| 2 2g "B^ 4 = 2 


ELT M 是 亏 格 为 零 的 电 面 ,四 Poincare EIE, fi 
2— 5 j« D. 

RIRA. [Mt M SAEPE M) fig 
球 。 由 第 二 章 $ 3 的 定理 3. 1 它 必 兄 WE. L5, 

定理 2.9 R riM—A!TJIt—24-vm n hs DP R CHN, E : n 
六 是 十 一 个 光裕 函数 ,满足 定理 2.g 出 的 半 件 DHD. ANE YE M 
EF Go, A) -—0.3RBHfrüfe—EHE FC M, fir P E A=, Wi 
t (M) 是 仿 射 球 的 一 部 份 。 

WB inc Dn € M-—PjC IE, MTI iz ei [0,17 
— Mii c(0) = po c(1) = p, UT PER OS E E a 
HU. 而 在 PE f-—0.9—0, {RITT m. IFTE po (9A. D C. Mr 
D On) tB A—ÀAL 这 时 站 在 UO fik eTO, D 上 A= hp 4 

É == sup {ilO LEL | TE c(0,00 E 2, At 

由 连续 性 推 得 在 点 fs A m As, IEEE YE p. S AIR. li] faz 1 。 i d: 
251185 HE JI RT An, Te Ye cC n — gd D, ETE D N ama d 
WIE FREE. HIES 5.2 — 2, E 自任 意 性 ,在 M E =h, 

作为 定理 2.8 和 2.9 的 挫 论 ， 我 们 和 能够 得 到 下 面 的 定理 。 

定理 2.10 TE z: M-A Ji A E id , f Cy, Ve) ARCA AIL IE (T 


Seo ovy uc f 
ay UH == dp, 92 (38) 


8] Wise uid FG) fua). Bpap hE O=O 的 全体 
Re WEE ME 


DH ELM 3e tita I51 


fO. A: i X —c 
Ht CE R— SEP S FCD nm fFOnO 1, HE zC VDO RE— T FR. 
定理 2.11 I Ml EEN tu " hr npro t iP EI HE Eu fiy 
yx. inmsnmcttO pni lg 2.10 Ate, MRTE Mw rp 
. Thaid =A EC. 
HOPCER—S {SOD S O e SGA JEBL TOf R PCM , di 
(E P E A—A.W eC TERRI — BO. 
zi STEA ao ex M EC E A HER) E R RDE a 
定理 2. 10 和 定理 2. 11 的 证 明 ”考虑 六 的 多 项 式 
FG) mA ner ORDI 
d VECSEO EU] FG;2—0, H p Jm eoe FOWA BETES IN 
jy ang . li 


2i el 
SN s43) — 2b ey (dio) 一 at y, sija) (sy. 


yl 
HU CER {IOn OD ers O) FEST ITE: 
fiy) — £ = 0, 
Fiy) = 


TAR. ASETE 2.8 和 定理 2,9 TREH, EE, 

TC (1 ES 26 0 3i op T- — 71- BR JEZ hp 2€ v. P E E 器 一 常数 、 
Pick TEE J= A BO RE 2.8 rig AES EE FO Ao = A E 
导出 roD. 下面 我 们 讨论 更 一 般 的 和 茶 件 J 二 FCh 25) 。 

定理 2.12 VE xL MA! Jem 3. OPERE TEE. FR? 
K de JC ER EIC TELE I E PE 2. 8 HANIFE D.2). ARE M EJ 
= F(h,A)0,J]FtH TfFAE-— EZ VK PC M. WE P E425. J —0, RU 
xCAM iLK H RI T WB, 
证 明 Hi .一 Fa 可 得 
JF QA SF 9A 39J 


一 一 —Ua4 


Ban du EN du WM’ 
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Bn 
uF aL, gs — a 
23m TY (Aa 一 ADU 2" (39) 
ESL 
了 一 高 Ca FHA), 
我 们 有 
~ = 0 modit sA). C10) 
Hi (390, CAO C280 ,可 得 到 
ai Bry 3L (Bj — B 
(Ix Zah 一 2d JI = mod 217 2, Ba, Ans, us. 
(41) 
类 位 地 ,有 | 
e P ZaÀs 一 2a EE = ü mod| 25, pa Ain s Aona) . 


(42) 
(413 和 (042 是 在 非 昼 点 钼 成 立 。 设 pc M REP AO GGIFTE pj 
领域 DOO li XE DO iq A= 22 则 在 五 (的 内 34 22 6. fi J 
二 常数 。 这 时 C1)、(42) 是 平凡 的 。 EE p dg RESI B AETT 
点 存在 ;我 们 可 以 材 坦 一 个 非 脐 点 序列 pp; 由 连续 性 可 天 ,C41) 
C42) 3E p REM. 


A 
9 一 他 (Bu — Bu), f = Bizs 
e = Ans A= dm 

我 们 可 得 
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rg of a— 
T.U o 一 mod fg e. 4). 
Bj3$— 3 3$ 9 中 的 公式 (97}, 有 
An, — Án 一 一 EO. — B4) 3 
Aii, 十 fA22,1 — Hh. 
xc RH uf 8E ELT 77 EH 
d EN of | ^ 
ET a 0 modif, g esk) s 


w fo mod(f.o,0e,5), 


i i (d3) 
Po 
Or e modtf ,gq.e,&), 
Z4 Z= () modtf.g.e.à). 
4 | 
Wi =f ty lgs Wi = e p v — 1k, 
W, 
H = 
W. 
方程 组 C43) 可 以 写成 Pascali 上 监 型 方程 组 
"dM — 
= P+ Ww, (44) 


A P.QAL2x2 HREP. RARER 2.7, 它 的 非 平 几 解 的 零点 

是 孤立 的 。 与 定理 2.9 的 证 明 中 同样 的 推理 可 完成 证 明 。 证 上 毕 ， 
ERE 2. 8—2. 12 是 很 一 般 的 ,因为 满足 定理 2. 8 中 条 件 1038 

DARRE. Pm IRITESJLT- NT. DAT r: MA 是 一 个 卯 

X: Ifi. | | 

BU E fup =y B] fO0o2y PG 248, oM n 

| Bp oy 0 RE G0 BIPE-—I, 25 kxzl (B &z60 时 f COE, 


r 
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AHE M E 
2 二 一 和 0， kx 0, 
W| zxCMO A — d SER. ! 

52» 4 füey—yb!Tà6et-—co' T yo.c E3EROR Ex. RI 
[Ga 2g) —20y f) 20-F Dy! 2087. ti SE sg 六 十 六 说 
0, 而 能 在 f! G0 —0 RHEL s— 03x. AHA C369, By T 185 1H 
修 方程 : 

fiy) —3y* ! — 20y! = 0, 
aD 236 + y! — Ck ! = O, 
TAIR, BEYE M E 
i+! t 
M A M Mc C40, Air 2m, 
Mi zOMJé— T WGER . 
.p3 i f 39m) = LU, HH LL Qn Lam e 网 


fü) my F G= (2g moy" ^" Vp dE M E 
L'ubü—wWeEDEO, mri, 
ReCO EARR. 
本 有 段 中 的 铺 困 取 自 [Li-11. XE[Li-1 HP EE XB H pA RE T BIER 
另外 一 些 特 征 . 关于 指标 方法 在 仿 射 微分 几何 中 的 应 用 方面 的 交 章 运 有 [Lu- 
1 ].[Si-3 ]&, 


$3 "fw a] 


A! cds a A LASER H 18] TX Blaschke HE Fit kh, 79 — S 5 16 
X. —^- B d E E. CRUS E E? Blaschke 提出 了 下 而 
n5 JUR C[ Blas-2. ], Pn); | 

猪 测 : 4 npn Tt dii si A US] BTE: Du 40 29 ER - 
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M. Kozlowski 和 U. Simon 的 文章 |Koz-S | 回答 了 这 个 问题 。 他 
IJE — R£ Hi uE T] At nth xS XX JG LIP] WERE ED ZU XH] 2E 
Ek] 3r] ok fbr TR 25 28 PER BL (b (10653 EI n! 中 的 紧 致 无 边 的 党 
i TRI ddp EB HIE TEA RR., SCOPE OE (E AIRITS EE BITS 
在 仿 射 球 的 范 困 内 作 一 些 探讨 ， 


3.1. 紧 致 无 边 情 形 

M. Kozlowski 和 U. Simon uEB] f F HAJM., 

定理 3.1 drM- 是 一 个 卯 形 面 。 若 当 一 2 时 及 一 常数 
eX M4 n3 B.M 按 Blaschke 度量 是 一 个 过 因 斯 坦 空 间 , 则 zz 
《nt 是 一 个 梢 球 ， 

要 证 明 这 个 定理 ,我们 需要 下 面 的 引 理 。 

引 理 3.l(Lichnerowiez) i M 是 一 个 紧 致 无 边 的 黎 曼 流 形 . 落 
存在 常数 天守 0, 使 对 所 有 的 切 向 量 *, 李 奇 形 式 满足 


Ric(£,) Ze (n — DE [E Ell F, (1) 

则 M 的 拉 普 拉 斯 算 子 4 的 第 一 特征 值 * 满 足 
、 À zm ak. (2) 
引 理 3. 1 的 证 明 有 要 在 LCha JHR. BRL RE BE ox HL 3€ ([HBLTE 


£i E. 

定理 3. ! 的 证 明 Æ M EAR aI RAA reegt, 
使 ej, Ve TM, WE ot ove at 是 对 侦 标 架 场 。N 的 Blaschke 
度量 可 表示 为 

二 24 Hh, efe. 
其 体积 元 为 
JV gpl Aoc A AG, 
Wr ac At! 是 任 一 国定 癌 量 。 令 
J= ET, 
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Hp u £e M PHAR RIERA, o At At RON N Aie 
合 。 则 
A 二 — Rhaf. 
Fia THER | fV =0. 

Gg AST HORBKISUIBL, EB pnr dms antt 等 同 ,之 ,六 与 所 取 的 
KRA E f], HER eerte Y M EREKE RE BER £O 
AE] 3E BL eiui E M ARRIR NE A E. Ab A JE M MSS 
Mir Bl] S seo! A c? A *-- A o 是 型 BEIC TID. mS 2$? 由 的 讨 
论 ， UH [IN 等 同 于 HC ET etio TEA 

fjar = SE Fenn EP Ac A ÀA w 
M M 


= etn) A c A 6 À w 


EE Y (e Lis 2)40. 


Hon s 为 4+, 之， MBmPHBAOTEEBmISO 73s 的 林 积 元。 出 周 
知 的 积分 公式 (例如 [Po-2]1,p26) 可 知 , 革 面 的 积分 为 零 。 
由 于 X 一 二 一 一 J 十 ,我 们 有 


n | XPV 2» faz f'dy 一 一 [satir 


= | | grad F || 又 区 
M 


zm a| pur, 
其 中 4 为 M XC Biasehke 度量 的 拉 普 拉 斯 算 子 的 第 一 特征 值 。 上 
而 最 后 的 不 等 式 是 由 于 | 7 一 0 因此 有 
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ALaX. 
4X (( 144135 EFE TOM D AE AB NOD AL 0.EDWI XI. Hp 
i 3e (ARIS ERR 3. 1 推出 


AIÉemX. 
因此 A—az. 从 而 J 一 0 处 处 成 立 。 由 于 了 =0 的 点 是 一 个 仪 测 
集 , 因此 

J—0. 


B x R—r ER. EE, 

U. Simon 和 M. Kozlowski ilr— 4H {E H1 T EA T 54 il. 

簿 测 : 设 r: MAT dE AEM. ME 有一 常数 , 则 xd 是 
一 个 类 球 。 | 

对 于 szm3 3x44 d a a. 

对 于 4 PRISAR d E RATO R HG, y L m xA 
少数 , 则 CAA RRR, RA RHEE, J S XC OM EE 
— EE d eERI TARER HE prx inp. 

定理 3. 2 WEM dE BUDE SEE M EJ — XC NU 
: M) — T MEER D 

证 明 Æ M DXX £ NHUBERASES reserse) PE eec TM, 
G,—À;,e-Y, RTA 


As. — nm == IC dy T Ördi 十 Out y 十 ó,B,). (3) 
从 C3) 和 和 第 一 章 39 末 的 李 奇 恒等式 ,我 们 得 到 
AJ = 6XJ 二 55 Ata — 2 9, AgBs (45 
由 于 


(o GE BATUR, 1986 年 在 是 柏 林 技 术 天 学 数学 系 访问 时 ,让 明了 了 这 个 定理 ，。 
但 很 快 获悉 档 克 数学 家 A. Svec 也 独立 季 注 明了 这 个 定理 ,时 间 哮 早 一 个 月 。 因 此 这 个 
结果 至 今 末 在 学 术 琳 水 上 发 表 ， 


io6 (553p JL der P MESE- EE 


S AaBga = 2, CAMBR 一 >) BA 
^ Aaa L8; — B, 
我 们 可 以 得 到 以 下 积分 会 式 
| (5x7 +- D Aui — 01 — A jdV 一 0， (5) 


AM 


车 J-—0.£8 Bub. TEMRE Js= R0, FEITT EHR 
a eisers ETEB E rE M A An, WEES Ts An E0, 
TATIE SR AR AE ER 
e, = cos&e, 十 sindes, 
ls 一 一 sint, 二 coster, 
则 
A = (coh 一 3cos8sin*8) di + Gin — Scos int) Arr 


选择 9 使 


cos'8— 3cosHsin'Ü — A 
sin*9 — cos"Bsin/ Amn’ 


则 | A1 — 0, pA TC D E 2] [2] Au70, A 73 
J= lAn Tu—MWi, 


RITE 
Aida 十 Asd =Ù, 
Aiaia F Adz =Ù. 
MRES r 
2, — Û, As, = Ü. 
Aan 770 Aia S atus 7 Gs 一 Bs) 


] . 
— — (du m Bas) ^ 


Apis Ais ac Bi — Ain Bis = Bas. 
[E dt; 
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» Abs =A kA 十 Aug dizi 十 Ažap 2) 
—(Ap 一 js)". ~ (8) 
iB oO CA CO ,我 们 得 到 
6J Xil — D. 
| 


但 由 Gauss-Bonnet 公式 | za tc RADAR. 因此 J = 
0, Am CME HER. EE. 

我 们 提出 以 下 问题 : 

问题 i r MAH aD EAE E M 上 一 常 
frr MO du EJEM? 


3.2 KERF 
我 们 现在 研究 非 紧 情 形 。 我 们 将 在 仿 射 球 的 范围 内 对 关于 
Blaschke 度量 为 沛 曲率 的 空间 进行 探讨 。 以 下 主要 取材 于 [Li-P 
[Li-4 |, 
我们 先 举 出 十 干 完备 非 紧 ,其 仿 身 平均 曲率 ,Pick 不 变量 、 
Blaschke 度量 的 标量 曲 府 均 为 常数 的 超 曲 面 。 六 了 书写 简便 ,在 以 
下 的 例子 中 我 们 用 下 标 表 未 点 的 华 标 , 即 #= xz. 
BL 椭圆 抛物 面 
df: negy Gore) * (1.118422 € A"; 
RIEA, CEA A S HR H E. 
J=0, L=0, Z-—b. 
在 第 一 章 88 中. 我 们 计算 了 它 的 Blaschke 度 晤 ,显然 Riu, 
pO xg HOC, a): 
cim (CI H-a ene HET, CD. 


160 — fh EE RJLRI RR  Mürk ML HERI 


J —f, Lo-—Q bx 
Tg S EH e PESE TS) Blaschke BE Se. S ER JE $n i 
3 Ag Gua XC) |j RUE, 
例 3 超时 面 昌 CC 
它 由 方程 
greni CL 
IEM, iE— OH A STER. YEARS IAE S1 ARGE ZHR T 
它 的 仿 射 平均 曲率 
L = 人 十 1) 0 
TERTA EC) SE HUE Pik 不 变 是 。 我 们 考虑 它 的 一 
个 连通 分 支 ， 
xi 一 一 上 00 


Etg" ""Z nu 


FiA Ai ZS EY ja, "tt Hu: 


rz, — oe, 
t 一 t, 
Ti = 65. 
曲面 以 用 参数 Was iE, t1 0. 天 示 成 
Xi = og, 
X4 = gg, 
dy, = 6^, 


daa = Cp t, 
取 
ee Cei 0, — Ce 7m), 
ge, (0, 02, 0,0, —Ce7 7377 7, 


*"FÀi"BR" 


f 81 cor JL for WoR Miete pu 101 


p,— (0. I 0,e Ce ot 777. 
WoEBW 
2 Ço e (7 


» C oœ 2C 
因此 (C6) 是 一 个 常数 矩阵 ,从 而 
Rimm 0, 
HI QCC PERE ER DE. TEIL E 
£—0, J= ~ = lnt!) Hec 
TAAR Calabi HERACLE S L. 3j 给 出 进一步 的 例 
Pa xti MAT a MIT CU REL AI XX dlc 99 0; ST SR E ATAI 
5 27-35] Hg EORR B EA BID Da D X AMBLES R 
87 zx C290, delP E i HEP CDU HR LB 8] ER e. Mo annt? 利 
HA ECE S ZA OLD OGN), PWR HELL Bk H EH Pick 不 变量 
4r l| 27 
| p — 127 t 86 — DZ" I 
“Cy 十 4 十 DG PELi +t tL GQ + DC— L") 


1 
—*X— + 


B4 取 x (MOSH, m. i"OPD-—HCO sq), FE 118 5 XY dit 
型 仿 射 球 
[Or 十 tepe . [rte Ca aa Happ d T = L. 
TIHASE Hl 0C. Pick 不 变量 和 标量 曲率 分 别 为 


r 一 1 
O (qud a 2C" 
I= ro DEP 
(p-F«-F GHH DO H3- DCL p I 4 十 1 小 
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"HN l pip — 1) g(q — 1} 
du C +g t+ 56r el pl 十 9 十 1 | 
其 中 

C—[Cp-E 922 (92-1)? (94 - D] 0 

$5 取 zOM')—HC,D. OM —-9G,0. 我 们 得 到 双 
曲 型 仿 射 球 | 
-i 
[z^ (一 《2 十 … 十 z^) EEA l. 


它 的 仿 射 平均 曲率 ,Pick 不 变量 和 标量 曲率 分 别 为 


1 
£a TETEE 
u l — rtp— 1) 
" ep tg A 208 Cp 二 ot Dit pip + 120" 
Loos KMR—0). — 
Cp 二 oo 二 396p 4 Cg + DEC’ 


J 
rl 


其 中 
C— Ot tD (p+ DH]. 


3.3 唯一 性 定理 

我 们 先导 出 三 维 伪 和 里 球 后 一 个 微分 公式 ; 热 后 利用 这 个 公式 
对 标量 曲率 为 第 数 的 伪 射 球 进 行 完全 分 类 ， 

设 x: 开 一 入 是 一 个 仿 射 球 。 我 们 在 M bx dn 25 
(Ziege t M ene CTM, G= nY A aD E, E 
们 有 


Aa 7 Ay (7) 
利用 李 奇 恒等式 和 《7) 式 ,可 以 得 到 
A = Gd 十 2 F au CR 


当 J 关 0 时 ,我 们 进一步 计算 45s。 我 们 选择 ee ETE AE 1 
rE M, —0, 由 于 
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J= Aint A). 


我 们 有 
ACA An 十 ds23,1) =J a, 
ACA Ania + ordo) Sd s. 
EIIE, TES r, 
— Ld NNNM 
Azzz, "ER 222,2 44225 
Aur — Aia A Oo Ar, 
Aa am — Aog a — goo m Apis e 
我 们 得 到 
— 2 
2, Aha m BCA'n; a F Mana) = LIVE (2) 
jg OO AL CD ,我 们 得 到 
- 2 
AJ = szg + ECT (10) 
Bh 
AlogJ$ = X. (ID 


定理 3.3 ikr MA EAR EM Lb ox—WORG. 
SZ. CM D E IK HEU) 850.2 HI zx3—0(00—0)83— 
üt GHR A' r— & ESOTITAE ROTE, 

ur  HpDT X— WXE.EIUL J=. SRPRTUIBSDE DEC: 

1) J 二 0. 下 第 一 章 $8 的 定理 8.1, CAD RE — HK rg d9— 
Eh a 

2) J3€0, RAAD DAA X—0, JA ifii (MOF Blaschke fF 
量 是 一 欧 氏 空间 。 由 58a)? 趟 有 

Aij — D. 
我 们 选择 坐标 x.v 使 Blaschke BE fb 2j 
G — C+ Cy). 

这 时 
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Aj EAE 
fE3E SE AE SR 
8 = cosu -+ sinGr, 
= 一 SINty -+ costr. 


i AHE o fE 40 王 0， A= jz, WFE Xx CA oC(C 25 53 
COMO E BT) Pick TAR, 8 LE -—4E.UD3E QCC.2D b XE DAS 
bs 34 a, č, TZ) Blaschke JE ht 7J G= (E+ GI), 35H. Ao 0, 


ka= JZ, [A x CAE) GC, 22 db Re Fe p EX EE IR] i TE E E 


fux(M--—QQU.2). X FP. Aa As BS OC JL [op dE E RI 
A zOD- QI JOE A IBRI T Z BEIDE, EN 

定理 3.3 表明 , 按 Biaschke ER e w E E ma aE A Ai FE 
Efe BEER GC 0, h G0, 598 [LIC i]. (X 0 11 illt ifi 
Q(C.2) (X—0), 

定理 3.4 设 z: 型 一生 是 一 个 仿 身 完 千 的 双 册 型 仿 射 球 。 如 时 
存在 常数 sz20, 使 在 开 上 有 Jr 则 xf 与 GCC,2) 相 将 一 各 模 
HIE. 

证 明 PARTE, {E ITTU BE M deiin ny) ces. fii 
MAEAEA A EEY., TE M LRA AE uv. 
ix Blaschke HT EY GSE A GD. M E po px TT 
曾 斯 册 率 可 分 别 表 示 为 

c 


=8- G2, | (12) 
X = dogg”. (13) 
我 们 引入 一 个 新 度量 
|o ÜJ GJE 4-GvY). 
出 Jae bRO GORJ TE ar TETRI OM, OO foe STE. MODOS 
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可 得 

— —]l Æ e L ld 

E Ill $ p-1 Ed 有 7 

7 =J E at ;|Iog CJ EF) 


—J-*(— AtgJt + X) = 0, 
其 中 是 CM DAR. EM COO EE E S [R1 , Mm (OM 0) 
EFATE C. min —xS3ggdgR 3.5 的 推论 ,我 们 蕴 % 
«0, MA ini 


C2 4-2 ogg tec (y. 


由 于 logJtzeloget, GAH J — EO. NUBUEÉS.3,2()5 
Q(C,2) HIE A! d1— — EXO;BIRETR. uESNE, 

定理 3.5 eE R*S OD PUPILS n — fi $E 
ZATRE. RECE RaR R= 如 生存 在 €—0,[d 
det C yos Wi zCM) & — A388 E D i 

证 明 Wa dé AUCBUE T ERE SU Re ECAMD HS SEES mr HER 
则 

< 一 一 

现在 我 们 取 a= 0,0, D, pg 


IN EUH 


4 [oeil xa) = —2L, [oct 2) 


[Xr zCMO Bi SESE gr DI 县 一 0, 所 以 好 甘于 Blaschke 度量 是 一 
TRR EN. A —L—J32:0.BT14 


Ff 二 
A ie x D, 


160 仿 射 微分 几何 PE WTE -FEE 


n 


E 


Tf ue 
aei ux. 


由 第 二 章 $ 1 中 的 定理 1.2 4,2 CAD Jé FT LUI EHT ER. BRL 
章 $ 3 中 的 定理 3. 6, M zCMO T) BI ETSC ta TE n] E ta E Ae dg ER DU. 
面 。 证 毕 。 
下 面 我 们 进一步 研究 高 维 的 情形 。 
定理 3.6 T e Ma At JÉ— XH NEUE HIER. MRE Moi 
R—0,.W[fH32 A" tHÉ5 —71- A RRE i | OW ALT QXI o0 
E., 
证 明 TE M CARA H z RA HT ERA 77 {Xe ay TUE ) , dr 
ejnt eS TM Cum unu —Y. Bg xOMO EH EE RITA 
As — Aus (l4? 
Ru — 5, RA 一 AmA) — Lila — Safy) 《15) 


Tl His ESESUNIL D, GD 可 得 


M AI = 55 AS S, Rat 5, Ry a H RI. 
C16) 
因为 R—0,L — eO. BEI J— mE. BAT 
Ria =, 
Aii =Ù, 
这 说 明 rC EA BEKER EA ,— XE FE ey ib EAR AR utata", 


M Blaschke 度量 为 

G= (du H Gh Y H E Y, 
Wii X: Fux A aE bs R -Aa =A XX. pE RETE. PA BOE D. 
— — GE WI. EHE er, fl £)— — 1, H rt C d — 8 25 € 


Ur E JL (T 记过 这 BIFE EWE— EJ 


TERES GO. RE TARD 2 ADA RALIS 
ex 


2 i-221,.2,-:.m, 


(t, —— 


Pp SF —z. 
TH 
de, = >, e; 十 duz, 
人 一 2 dre. 
A 7g € IJ Levi-Civita itfi  8—0,3E(( T8 
(y; = > Aile. 


iF 


(179 


(18) 


由 于 定理 3. 6 是 局 部 的 ,限制 在 一 个 坐标 邻 域内 考 虐 。 设 € M dé 
一 个 固定 点 ;具有 坐标 (0,…,0) ,€ M 是 任意 一 点 ,具有 坐标 (v'， 


sy。 我 们 作 一 条 连接 > 和 > 的 曲线 
au (t) vt, üt]. 
'H A aX 3k Bl 2€ «27 TESH C172 BV, y 


de, 


di 一 一 » Apte, 十 Ur, 


x — 2, te 


eR 
Ai Ai Au Ù 
€; : : t 
"n : E" Aara Ain An 
P. 
x Aui Au Aant 


D - Jooo D 
Jr TESH C195 up ELS RE PES 3 
dE 


— — S V BE 
— k + 
di < 


(18) 


(20) 


(21) 


168  StES LG SB — C HIE SNL BERERE 


RA iwm, L= 1l B ERSTER CIO 
» Arius 一 > AmA mt 十 &44-— dd = Ü, 
AERE 
bt;= BH,, v tje L2, 7n] 


[s JE. Bi, Baten B, TEL TTE Xd A db BIER YER PE C= (cn), 使 得 
ACA) f 


Aat k} 


HP a0. AG eA ORR, DET £1 del(c4s) —1, 
B SB 4 一 0 可 得 
AC) 十 Ut) 十 下 十 和 t+) — D, (23) 
k = 1,2,'*,5. 
4 
f 


—COE, F= 7: e (24) 


faa 
由 521) (22), 《247 可 得 


一 2 00 Fo A—1,2, nl. 
因此 
falt) 一 faC Dexp{ 3524031). (25) 


可 以 选择 F0 5000, f. CHEW anni eig enn 
fitü2t£1,0,-*,005,$, 0) — CO, H QU. ,Ü) ptT y C0) = (DO, s, 
0,13. (200, (242, (257 一 起 给 出 


za) — 61i aexp| 2. VASODL T 
k 
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AäA=]1,2," n+ l, 
4 =l H C232 d ([] E] 
YjX2**T. i7 Cap puaCa 1 2* 0e 1.24177 95 A 5. HET. 


注 记 1 deXRGaODGGED A dede PADRE Re ME OLF 
AJ Im 2n J — L) + CEPI m ( 


wp 4e J—0, A d. xCMO f — gp E, 

注 记 2 4sXE-*33c0xm35d bito XXX uahb tey H 
RA IS ha | 

TELGA, X 5 M.IEJS-—LQ.RITOM)-—QCG'D 

AE JB 3. 3 UE AU PAY A Bip S805 A ER A A P, REER , A ih TAT 
WARA QCC 2). 下 而 我 们 利用 定理 3.6 证 明 :4 中 的 常 曲 
SU BTERAR, H A Fr. 

定理 3.7. WE x M—— ATROCI RAAR, RI zOMD 
ke Jie — 1X B HE. 8X ADAE A Cp a RII ER, AE QC. 
3 的 一 部 份 。 

我 们 先 证 明 以 下 引 理 。 

5[ 理 3.2 rM A HRA RRA R EM E 
TE— ou HPE JT Blaschke JE E KJ Ej up EELE AC r2 ES V 

Auro) — 0, V ouEkC (1,2,3]. 

WEB] dk M Eii ab ZU IARE Unies ee. 

e£ T,M ,U,;—À,,e,—Y, "p Au Gu 0, f EIE AE BR 
BP, = cost e, + sinf ej, 
P = — jnë e, F cos6 Pyy. (265 
STERE TE 3. 2 TUE HJ] eH — RE Lo n EXE dE us 4 06s f 
Au Cro) — D. 

22 Aus Cn 350, f'E1E Az 2b d 


70 ARAIL oae WIF: 3n: unt 


BI 一 一 Pu + 
Bz == COSTE: d- SİNTE3s 
64 — — sinTes + COSTPA. 


2 [p Hh ; 可 求 得 Troy 使 


Aparo = 0.. (27) 
Añi Cro = Anu = D. (28) 

由 于 M ERR D BH SCA H C TE TE XC a, 全 
Réu = a (bady — 5:54). (29) 


另 一 方面 ,由 于 zx( 寻 ?是 仿 射 球 , 则 有 
和 一 44 一 Al) — 了 (On — 040,0. C30) 
由 《29) 和 (307 可 得 
Riyatro) = ANICA 十 Afix 十 AniCn) 
一 Aña lro AA) 二 La = 0, C313 
Ras) 一 ARKo) + Aire) 十 4i) 
一 Afu o) Azar, 十 ANEC) 十 L4 — a. 


(32) 
(312—325 ,得 
— Apis itp Am (x5) — Anra F Aris Go) Az To) =Ù. 
rh Eo: ARAS | 
Atia Cro) Afes Gro) = 0. 
E Asalto) 4 U gni 
Anso 一 Ü. (33) 
H1 C292] 
Z-—u, J = g — L (34) 


由 于 在 点 Jn s 
J= d MG) p SAEC) 十 SABE) 十 SARI) 
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-+ 342íO08) + BABICE 十 BARS Cro). (35) 
HGO EE, HAJH be iR E 35:48 Xl 
Ass xo) = 0. 
7[-J& PEA Aaro = 0, Mm 
Aaro = 0, i = 1.2,3. (36) 
rir (29) 81 C300 48 
Riaatro) = Alro Azo) 十 Afis Cra) Azss Cro? 
一 Ankro dnar) = U, 
Rinlo = Araro) Ama Cag) 
一 Anskes Akr 一 Aralo Ana Cr — 0, 
Rialto = Aia lto A ro 一 Alro Aha lro) 
一 Alto) Aza kto = Ü, 
[^] ifj 
Anse JAn Cr) = 0, 
Aj Cro) Aralo = Ù, 
Apa Cro) Afia o = U, 
A EZAK Aha Analt), A022) 中 至 多 一 个 非 零 。 车 它们 
全 为 零 , 引 理 的 结论 显然 成 立 。 车 
Anr) 0 Arako = Alan) —0, 
EZE H 
此 | = coseey -+ sing, | 
ir — e (37) 
és 一 一 Sinrel + cosa és 
DUE | 
Án) 一 A nalto) 一 A inkt) = D, 
A re) =  Afzre)cos2e -+ Af sin2e. 
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TE C370 
1 2 Ais Gre) 
7o, arcetgt AG " 
则 有 


Å nz Gn) — 0. 

Amal. A Ah: Gua) — Az (n) =0, Aña (n) 天 0 或 
Ais Go) = Afta Gro) = D AC 395 0 可 类 位 地 讨论 。 证 毕 。 

定理 3.7 的 证 明 — 002] 8 3. 2, 4 TF [8155 4 x € MT dE M 
EX SE A RUE BEER AR Er {zie sed MB i er eC TM, ;二 
ipen 7 Y. JE H Aa) l,i =d PH MEHAR MHE a, 
所 以 X 一 ny 一 Y 一 五 一 常数 . 若 J-—O0. CADE LR T E J- 
0, 则 在 点 zo H 


LS 
0 一 人 A G0) A, axo = 2123 Gro ) A123, To). 


HF 4350, Br Ais G2 550. M, tT 
AusaCxro)7— 0, | [—1,2,3. 
FOHBITEUIMEW] 44,04-—0,V ijk iE {1,2,3}, BF. Rimai, 4 
Ita 
Hina 2. CAm Ainiin) 5i] z, 
— Aya ro) Aiza Cra) — Apos Cro) Adisa Cro) 
— Ais Gto) asino) 
= di aro) As ro) = U. 
[1 
Hina — 24554 = D, 
Fina Aane kr Anio 一 日， 
I 对 而 
A 二， 
由 于 ODJET BTER A 关于 四 个 下 标 对 称 , 要 证 明 它们 站 点 x。 
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EIF A TRE PH 
A; Xo] -一 l, 5.7 -一 1.,2,3. (38) 
由 二 4 一 得 到 
Ai iro) 十 Ayi, izo) = Ü, 
12,220 ) -H Aaz Cro = 0, 
Ana ste) 十 Aoga. a Lo) = Ü. 
Hi PESE RIIE G C380 X. 
HF 
41-2, CAR t o s Ra 24,44... ga» 
在 点 £p [ii 
AJ ——- 122415 Gro) + 124a 29) ) —0. 


由 于 AmG 350. 所 以 
a=0, 
EI R=0, HEH 3.6, ODAT QOC,3). b, EE, 
定理 3.7 WE BL Yu]. | | 
由 于 定理 3.3 利 定理 3.7, 我 们 提出 直面 的 问题 ， 
问题 iz r MA Gap ERER a MEAFAR, CM) 
— $E JE: — UK HE D 9v, QCC 02 Ai — 35 03 183 2 


L74 fin LI SUR AFRA GR TET 


BUA BATRA h E 


Ati hiy S EU K S S h m T EL E S028] 213811) R TE 
ig — Blaschke EE, AEA —71- [535 2E 89 BD C. ABESSE 
[^ 45 [EC E RA OE PV. (P3 c dr $68 B EL 77 FE FEE dE EE COT 2 
FÉ. hc Pp M E SLA, CARS BECHER. I TS 
IA H5 38 AS JL SE RAA Hl n 38 EE Ep x1 03 BT 2E BERE RE 
fé iun 29 i SERRA EE. Calabi 2 Z8 TES EL UN UI EH T8 89 33 
ZED GSA [Ca-4D ,他 证 明 ,在 很 多 重要 情形 ,第 二 变 分 是 负 的 。 
因此 ,他 建议 称 仿 射 不 变 的 体 入 的 极 位 曲面 为 信 射 极 大 有 曲面 
Caffine maximal surface) , 4j 8T3R ZA Il] KI p 2E XC ARTS AA, RÆ N 
要 的 问题 ,如 Plateau 问题 和 仿 射 Bernstein [n] AL Ab 34: RA STU. X 
Té—-1-BEUFSEBS BUG E SCIL LORS — iT d PH STO 
XH AERARAUSS— AER. POEIRA. RITKE 
一 个 仿 射 Weierstrass 7» 3X, Jf E SE EE (3 Si Bernstein 问题 展开 研 
究 。 圣 于 体积 的 第 二 变 分 我 们 不 讨论 , 感 兴趣 的 该 者 请 套 看 我 们 工 
面 担 到 的 Calabi 的 文章 。 、 
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$ 1 仿 射 平均 曲率 的 变 分 公式 


设 2i Moe an 是 一 个 紧 致 的 局 部 严格 西 的 超 曲面 (有 边 或 无 
HDL E ODRA e 阶 仿 身 平均 项 率 ,本 节 计 算 | Lu 的 第 一 变 


分 。 当 ?+= 二 0 时 ,我 们 得 到 体积 的 第 一 变 分 公式 。 

我 们 先 把 本 节 中 使 用 的 记号 交往 一 下 。 

在 M EER- 71- BD A TRO I IRA D iei teen ,使 
nm SE TAM veu IR rD EA x MINERA II. WII 


du = > eas 
CI 
de, = > ofes. 
AT"! 的 结构 方程 为 
do?! 一 D o A ok, | 
do," = > os A of, (2) 
> = Í. | 
我 们 把 微分 形式 oto EOD ERRA wo, El 
Qr! = 0， 
gtt -一 > uos, Hi = hu, 
" — S Pat pte P, (3) 
ati 一 一 l 5d «logi. 


A tit H =d ,dv ER M ER Aa. RELATARE 
如 下 : 


[76 — 仿 射 微分 几何 SE WRA hM 


i, _ 3a "Os! ACH A AST ASA. (OD 
直接 计算 表明 
HU = DUPTLG A e A D = (c Ld, 《5) 
AH 
JV = Ht A OA G (8) 
是 Blaschke 魔 量 的 体积 元 。 
我 们 现在 考虑 z(1 ASIA EUIS AY, e LER CIR m cie 


PENES T fiMxXI—AU! AARAM, E E MX {hter g RE h 


是 一 个 局 部 严格 凸 的 浸入 ,并 卫 对 任意 的 5E MSD —zGO, TC 
MxXI KÆRA AW e EBSImSEE rietse o 全 对 每 
TEEL e Cp OPFM X {E} ren C PORASTEM X LEID 
TERR fo DALEHA STEA IH] 2 


kulp, 09) 一 一 ii P c M. (7) 
这 时 
eph SY, on (p,0) = D. (8) 
我 们 引入 微分 形式 条; 
9 
外 微分 QS ,并 利用 结构 方程 2) 可 得 
= {+ 二 lapi A 2, t Ga — riot! A 9. (9) 
因此 
"二 了, 


d Hg) — - TH dlogH A Q, 


十 HT (n 十 Daal A DT Ga — e A Su Jj. - C10) 
通过 了 把 微分 形式 接 回 到 于 XI 上 ,并 把 含 的 项 分 开 , 它 们 可 以 
写成 
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w — e t udi, 
wt! = all, 
~ (113 
Gp: 708 0a cb ayd, | 
oil wie. 


XX Hte exa enti def T Pd 6 dy BORA E ATI aX ns 
cr tE] 是 p.i 的 国 数 。 att p. U) aCp, DETS [n] c 355 0) 5] 3 dl 
和 法 分 其 。 因 为 A, C5, 00 —8, RITA 


Hp 0) = 1, tlCp,0) = atit. (12) 
MXI Ef208r S T 4 np Ul BERN, 
d= dy + dt (135 
E 7*9, 分 解 为 
Hg, = HD, HA, (14) 
其 中 
p= A A UA UU 
A e A D CL Y TS |a 
A A aha Aa o A AO. 
因此 


d HEO) = dul | 


3| rs 
AEN aE) — dt A dup. (15) 


比较 44027 和 (51573 HSA at HTAR, EE 


al ug | r+ 1 dogH ~ 
TT " dap + n 十 ? cx |.8 
l GF Dari, A, 十 (1 — 7)05,,, (18) 


AH! D= O APTE IL RUSSE ER. YE M ERAT DR. MG 
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边 , 香 到 
"JORDAN ! uu D — dog , 
y dV |, a= CO H | [att *— 33 | OD40 
M M 
一 (n 一 Zim C17) 
M 


THa atit E) ，。 由 于 我 们 只 考虑 第 一 变 分 ,不 兴 


一 般 性 ,可 坟 假 定 变 分 由 下 式 给 出 : 
SED = zG) 十 deii + E ne, 
Hr evenire EOD EI ym £BEDERI ERASEA TES 
hai = iy, ĉi = F, (18) 
2 有 是 变 分 和 癌 量 场 的 法 分 量 机 切 分 量 。 戏 SGO 
duf Cpi) —duz + (dude, ., — IDPS Prot te, 
HED dade, tt £0 Uode; H to ^or lesa s 


— le - tbe ID Ue; H ty Wage; 


十 CP eur 十 LS UP AL elo 
RB 6.77 B PAME 


dud — > dy 
di 十 3227 $i — e$) — > io. 


XEM Exe AS. 
eCr 0 m e F Dbe — 10 e, 
Deu. zu (19) 
TUS Uie; 十 uu d UT T" Auges 
exi C * DRE JOM 0CLOO EH INARA ET M 
Op) = o(p,0) = ow. 
因为 
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de C0) = due 二 i een 


= S d-adi)e(C H LBH H art) esa Cs, 


从 C09) 可 得 
| gi = — pi -+ Fi -+ 2a As 


因此 
一 一 Sai = nbL, 一 vw. (20) 
Z Ti 
由 于 
due,C* 0) Eye, 十 dude.) — 7 LII lesu, 
TP Pe + UP TAG ess 
十 d ue, | | mode, ,05 ,*** 0,2, 
[eC D nne Chu DadueCt 0] = 0» lu Oo", 
我 们 有 
SAGO p= Bfe snae] 
十 DE u 
=| — ndhi + Dri) DG + buo! 
一 du! SS BY ai d S rI, 
即 
Mut | = 一 nds 十 C» Y; 十 D 
(21) 
OY; + i dU D dA, 
从 (18) 和 C21} 得 到 
a = iT Lid + Arit- i 24b, 
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因此 
i Aogii o 1 
[atii + 7 x 2 «d | 6 n I —— 1 EN n 十 yp pi. (22) 
把 (C22) 代入 (C1 站 便 得 到 
à _ r--i nir -- Í) u E 
afee = JE 十 5L.Ad 十 n2 L2 Lb (nu Loeb MV. 


(23) 
HA MCA E RFE T dE E zz 


d 
-一 -dl^ 
zj I= Ù 
M 


— F[r 4-14 nír + [b | 
o iL -- g^ T u 4-2 Ib, (i Las jer. (24-) 
M r0 时 , C24) 给 出 仿 射 不 变 体积 的 第 一 变 分 公式 
di, EN nin + JG - 
al" » UU 7-3 e ben. (25) 


3M 是 带 边 超 晶 面 时 ， 如果 Ia xE YE x aM |a —0,m,,— 0, M 
EEE 2:340 35 Rr. 
TIJB AE EZ ACID eno S 83—3* $ 10 mágpng Au 
ABA. FIREA E 
fG,D0 = Cl + Drp), 


直接 计算 可 得 
9 o oo. LL aCe o 0D ; 
alta am IG r) ERXM ji (25) 
由 公式 (23) 得 到 
9 ; ni 十 1) 
xat | un - [I3 十 b. A TL L3 LLP 
— (a — risp P JaV (27) 


Ee Pp EDHE, HERO OGTD,3ERUEZ X 


1a 8T RE JL fer HR DD Mu — l6] 


AD 一 一 nL,P 十 "n. 
我 们 得 到 
f L.— PL.) dV — D, 
r = 已 一 :| 
作为 亚 允 会 式 5247 的 一 个 应 用 ,给 出 直面 定理 。 
定理 LI 设 z: 形 一 如 1 是 一 个 即 形 面 , 并 且 L0 处 处 成 主 。 
UR e af Xx, EL zCMO EREE E, 0| dr — 0 ARE Ml zCAD E 


—Adr MEER. 
证 明 由 公式 C24) 可知, 才 对 任意 的 变 分 向 基 场 有 5|IasaY = 


9， 则 
l 


A + IB — Ld — 0, 


à 
因此 
fi tbs 一 La] dV = ([ 


M 


应 用 不 等 式 


可 完成 证 明 ， ut E n 
T. 66 Ec T [ Li-2 ]. 


$2. AME hi 


2.1 仿 射 极 大 曲面 的 定义 及 其 某 些 基本 结果 
定义 2.1 设 =:W-=4+' 是 一 个 局 部 严格 西 的 超 曲 面 。 若 在 寻 
上 处 处 有 五 一 0, 则 称 *(C8) 为 一 个 仿 射 极 大 超 曲面 。 
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di S PARAAD n, 88 A EB E TEL e e R A 
H HTE EU) EE TET o 
由 第 二 章 $3 中 的 定理 3.2 容易 得 到 下 和 面 的 定理 ， 
定理 2.1 在 AUC ERFARA A 03 81 TRE Dco BIETET. 
i$ rz: 于 一 小 1 dE dp — P Re A5 d PS: 
apl == fr saje 


下 面 我 们 导出 使 MEAR RR ie mm 839 了 所 满足 的 微分 
方程 。 取 


e= (0101), 
64441 = (0,0,1, 0,1), 
B 


[8j B 2f 
Chi) == E93 | B= dei 282- . 
因此 Blaschke JE dg 73 


-1 Ff 
Qa = H '"——, 
or, 


把 仿 射 祭 法 和 关 等 同 于 五 me A es A … A es fi 


v= Æ, 


Z -Z -a 

Hi 4U — — aL4U R[ADO CAO TE AR A HI E 25$ EL SC 
s| p] = 0, 

即 
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Ce o 


] 3 f. "n 
d 一 ——| 6" dett G,) —— |. (2) 
det(G,) 2; i 35) 


这 是 一 个 四 阶 非 线性 偏 微分 方程 。 
蚂 然 任意 一 个 搜 物 型 仿 射 球 都 是 仿 射 极 大 超 册 面 . 即 由 方程 
del aa) = m 
BJ OE fGiszs xD IER RD SR ER KEA. TR H. f 
(1 VL" it 


WIE 


num bant b dar] 


AE —^- 458526 gr HS TRACER BT IST < 

Ek E EFE HET A TAEA CA CCher- 1D : 

问题 ; 设 n= fror) EEN TER A HS" dps] E Ex.Xy M = 
(Crozat) [xs — On n0 Gri zi € RP) de — 4r UST TR dnm. X 
d 2 I8 [9 962229 1 7 

AAE APE Z9 U; HE Bernstein H EG AERE 00 

Calabi TE[M Ji] ic DE Boc S^ 02 SR TF T WEBB T gm gem os 
看 1Ca- >。 

定理 2.2(Calabi) {8 r; M—4* 是 一 个 欧 氏 完备 的 仿 射 极 六 曲 
Hj. quf x AU IE EIU CM iA 8 I ELE TRE. 

证 明 BUT zOMO E np d s dS. EX E Sc $e B3 HR TÉ SLE 
Hadamard 定理 , 它 是 一 个 凸 函 数 的 图 。 设 它 由 同 函 数 ra= fC sga) 
给 出 。 则 


afaa | =-。 
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由 于 p— x20 LO NO. de ( 0-0 UR IER — 
个 定理 (参看 [ya-S]) TERA di Hu I ARE RUE E ,不 存在 非 党 


数 的 正 调和 函数 ,因此 


Bl xzCM) 是 一 个 完备 的 抛物 型 仿 射 球 , 所 以 x CAD ZEB DU UT 
证 毕 。 | 
$21] HEEL P3 SE Bernstein 问题 ， 
问题 ， dE reM At Egg 
Espi = FATT) 
EHAE. JR S EAA m ERJ Ca E 
AEH TRE se CM ) AE de 16 [8] 39922 IT 2 


2.2. HÌ Weierstrass 表示 
THER E a ur 0 E bAT iE 643 7 Rn B] Weierstrass zz 
ax xxr eC lois i pog (MOSES X. A RRT STEEL HI 
夯 论 中 也 有 一 个 类 做 的 会 式 , 下 而 我 们 导出 这 个 公式 。 
U z: 形 一 本 Ee R RUSSE. TEM 上 选取 基于 
Bloschke Bi ty til eit usd eim e T, HH 
Gu = y LU, ia = Gy D. 
E A^ pR- AEK RI TR AR EOS 5; m SEIS]. TE R^ HRS[A 
KERA" « ”使 本 成 为 欧 氏 空间 。 有 以 下 的 公 趟 : 
J QU w W x ` 


Ux 0n Qu w Gu. Je a 9 CO) 
ar M 2r oU dox ， 
UU. Ar mp 9 ca 7m Um (4) 
W vl QU yp 
*rf—l, Jy T50, p? ) =Ù. (52 


U 
由 这 些 会 式 可 以 推出 


(55198 zr JLfPT 第 四 章 IEA E i 


ar ob 
二 


ch 
d yx X 
o 277 


àr d aU d 2 
Y | " [vo Ll = Gp 

式 中 “XxX” 表示 三 维 欧 氏 空 间 中 的 向 量 积 。 因 为 
aer | = | det C4) | 工 一 Crus 


Hr EA 


Br X CRI C0 8E] 


du d gu ai 
一 (Gy OM = alu, S |= 2. 


eu eu 
因此 
àÀ-—l 
AAE, Hi &4——1. T: 
chr : g! 
Ei 
dr " UH 
$7 YX E" 


由 此 得 到 下 面 的 公式 : 


2 r 一 -一 | — r 一 -一 
r Ux 3v H L x t 


如 果 eM ESRAR Bb ria s D] 
AU = 0, 
H rp 


[85 


(6) 


(T) 


(8) 


(9) 


C10) 


(86 WARAJH EHA (STUCK BE 


[5] iG e I gr TP EEG USCME ES o 
反之 ,给 定 了 三 个 晒 利 国 数 
Ul(u,v), U*Cu,»), (和 
它们 满足 
[uS 0, VG, €Qc m, 


其 中 
U 一 人 


名 是 RP 中 的 一 蛙 连 授 区 域 。 我 们 可 以 档 造 一 个 曲面 
Cu | 


a " HH 
z = Ux Su — U x ete, 


其 中 (to, 05) E 9 Ai — [A] OE S, Cn eO: £j 中 的 性 意 点 。 HnT 


Jg ox e ot; FU FE 
aU Xt aU X =U X tas] 


EnmmpCOUDAEHBJLSS. RIER CLA iE V dii de — 


eb deg EHI RRE. pP CLDEITTHH 


dr " 
à 7 ae 
che o 
o s ^ d 
ax dx a og 
一 光一 一 — — E 
eu X ae | 4 
4 
e i 
à 一 y 
QU UU 
DEI L) 
则 


(OLD 


个 局 
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RI S. e, —4- ABE RES, 
3, = 2, Df 十 Ages. ] € 4$.) 5-2 
式 中 必 二 学, 二 子 ,表示 + 的 二 阶 普通 微 商 。 容 易 算得 
a a] 
ha = An = o m | $ 
因此 z CM JE HS D Ha n EI h E E 0) Blaschke 度量 为 


L 
C^ 一 一 [detka] Tijs 


ha = hs = . 


Bj 
oU ot 
Gu = G4 = Le | + Gig = Ga = p. 


i 它 的 余 法 矢量 为 


-Lgr or 
- 4 _ ”一 一 
det A, | * = 


[JA U' Qi 0) LU? Qr e) US C D EA EIC EVA, E CMD RK 


曲面 。 
下 而 给 出 一 些 傍 射 极 天 由 面 的 例子 。 
£i HUC... 


LU. 


1X Je 8 A A t T 
D 2 B U-( |l.2—27.31, Wd 


Eb a x 2u, 
+ [Pa -- 一 ?ip ， u c f. 


Fi 3 HY OG = u, Y, Jup) ,由 | 


155 atti 第 四 章 RA EE 


34 uc6.e0 Hp .CLAD 25 1H | 


T -一 一 ie. — Lane 十 ^) (Uu D.vr x d. 


EIR (M a Mp SHE E Sr b E e TE U GO) TE— 
TEME S ER Ca b.e d DE 
uli'(u.v3) A bU* Qu, v) A cl? (u.c) 4- d -— D, V u,n) C Q. 
FEAP 23 HU! Cr, 0) — 1, f] UT Qu 00 LU Qi 72 23 CE SE TI TILES ECT ,我 
IFHS SA EEK o 1:0) AMPLE BEER Ed: 9 JE mU TT 
JU, r) 站 


eu du 
(Cu) Uu.) 
de che 


REIKI. ERITI Hp gU HS STER Hp P 
dei gf j= JC 


dr, dr, 
BUE o 
Hi TF BE d E. PT UL BAD ER e HIR E HE 3 MULT 25 84 
RR, 


命题 2.1 X fiGn m fans mer 36 2; TE 


Sf D. 
det [总 名 一 ] ， l < DJ Da 


p 
deze) — 1. poTdsefgupda 


[rJ E , lii ffo. E I 37 ELE TEN "tt X522 3i JJ FÉ 


ru 


Ff 
def z2) = l, dQxXAÀASG Xp 


的 解 。 
命题 2 1 的 证 明 是 直接 前 。 
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Bite, (0 于 中 的 曲面 可 法 为 


E, 一 zi xs 十 xa”) 
15) 2 iy Mir ig n] 3829 
rr pg t p TRE SS 1 0 5 LOT TER : 
.2 
z 一 H rj; qox) ie) — dir 


从 局 部 做 分 几何 的 观点 琳 看 ,公式 人 给 出 了 如 中 所 有 仿 射 
概 太 曲面 。 下 面 的 落体 问题 是 有 膨 义 的 《我们 对 一 般 的 x 和 述 )，。 

问题 At 中 除了 祖国 拖 物 面 外 ,是 否 还 有 鲁 的 售 射 完备 的 仿 
射 检 六 超出 面 ? 

这 是 仿 射 微分 几何 中 一 恒 要 的 .尚未 解 记 的 向 题 ,这 个 疝 题 有 
时 也 称 为 仿 射 Bernstein [nj ES , 

作为 Weierstrass HERA Py HI FERT HH OCTOBER e 3 A) — AA 
定理 。 

定理 2.3 IE faegon) ph n EE AER T e EANA 
孙 数 。 如 果 存 在 一 个 常数 e0, 

f p 


F— | 和 Ou uie. V Gr) c R (18) 
9f 99 dp 
w 0e w 
Mi fiuo) gluv) ofaso) 都 是 线性 函数 。 | 
证 明 T U-—(fGuv.g0. pO). RAR UNDE —A- 
fr ud Mr. WE . 
R — 2x = 2( + L) = 2 zs 0. 
M 的 Blaschke HP EE G— F( Gat (4)? ,. Bill t! 


ISO. — nuc pCHE IL (T 


—  dlogF — 30, 


第 四 章 AIRA ER ERG 


HD ogr EEFKES EWA. Hp F> 0, EG A= A xk. 
HEIE x—J-—0, RIGA M A. rt — Aeta 


$i bu b: bullam CI 
£;|— [bn bn bart txz od qe 
t3 ha ġa 53 E C3 


Ic M HJ 7r 8E RILES RS, 
. Ll. eB be 

£s 一 vU Tz). 

直接 计算 可 知 , AHR RER 
= f — Ži — fa l). 

M f Blaschke 度量 为 

G = (df) *-- (d) 7. 
RERE i.i EGAk, Dub 
| p) = EE) H V -— 160, 
是 全 纯 或 及 全 纯 的 , 即 


Gh d. —— 8h 0 0h 

ei ov^ Xo — 3a! 
或 省 

ü, 03h ah 085 

u de! t Ju 
因为 


(185 


(24) 


C250) 


(26) 
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f g P? 
Ff 9) æ 
Or w | 常数， (27) 
Sf dr p 
du o cds /—— ce 
可 得 
3b a 
Ou —8u | 
一 ; 28 
"m mg (28) 
de de l 
Bp 
8 V (2hY = 常数 
zw T yi 7 , (29) 


由 刘 维 尔 定 理 可 知 o (D — 2t $6. BE ocOdE—-r £tEgg Ei. EUH 
fCu 0) gr D ps ERTER TE. 证 毕 。 

注 记 条件 (18) 中 的 a>0 是 必要 的 。 比 如 ; 取 f— 1, g—ecosv, pesine, 
出 


— pic D, 


wm gi» m 
lp plp a 
Flp ome 


© 子 8. 不 二 线性 西数 。 , 

2.3. 高 斯 映射 ”本 有 段 和 下 一 段 研 究 A 中 仿 射 完备 的 仿 射 极 
KEW. 我们 将 在 一 些 附 加 的 条 件 下 加 答 上 一 段 提出 的 问题 。 这 
一 段 的 目的 是 研究 伪 壬 完备 的 仿 射 极 大 曲面 的 仿 射 法 线 的 分 布 。 
我 们 在 由 一 10} 中 引 六 一 个 如 下 的 等 价 关 系 一 : 

(站 和 一 个 
实数 > 0, B C6! 8,59) = 2a! a? a). 

S Q3xém T a n 4—10)/-—, 


[92 {BARSU Bra Q8 E K E IR 


[a] = iy € A — lO) |y m~a} (30) 
FR a HAA., RAF 
m;A4 — t0) Q 
g — |ui (31) 
PAM A—10)38 Q BERE. 
iE z: MaA RR ep ADT M AS dri. mi S gg ARAIA T : 
g: M 一 Q 
FT 一 ~ FY], (32) 
Y, HER ODE A x HARRA. HTE A*cjB 3] A—4 XIVJN ht 
后 ,8 可 以 与 单位 球面 S Spol, e IR ATE GD nTEL Aj S] FE EA T: B 


9g! ; M —- S* 
ror Y,/ | Y. | * C83) 
Werl oV Y. DUSKEHHE cR oS. 


FERTA ti iH fig 53 MERE. | umo |o vr. 


U.M—IP AE BO PGI SRE tem) mA. à 


dj 0, d 
Y 一 上 一 - PESCE 


; E au aU 
1 一 了 Uam. 


因此 470, 3E H. 
Y |. 0n e 
Yh —— a 2 
oe 


BI C33) 7g SC EP) ees Mir AC Dr 9 ds i ^ ans U; M- R” n 37 3f p Mp IE 
I. 

FH UCM RS T 2E ZR BiA SR A M RUE DIE RA]. $2 ER. 
并 于 是 一 个 搜 物 型 售 射 球 , 当 且 仅 党 UCGHDOTE— TOi E. dE—. 
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WA TEREM., 

定理 2.4 {E r: Mat e Ae a fS) IDE Se S Drs 
E Ai., WR UOD E E A, i zCOMOdE— 74818 mp 
M. | 
证 明 通过 一 个 齐 深 坐 标 变 挠 后 .可 以 人 簿 定 Ur Se AH c 

基 一 个 和 沉 敖 。 相 据 刘 维尔 定理 ,LG 中 一 常数。 因此 xCNH) 是 一 个 
M SA 因为 x GO Je (ET SE GLEE EAE T Wir 
m. HEHE. 

注 记 如 采 rMAG AA namar ord a” EGER L0, 并且 由 于 
UDM-eA R Pon d A d dg s A sedips Td. E ERER., 
2 $ eil. 

TEERDE A Si a ASS E AH n ASAE RRT Tr d. 
用 S 表示 # 维 单位 球面 .用 CP' RER s 维 复 射 空间 。 首 先 介绍 一 
E Jug 

定义 2.2 ROW etn — miis E73 4b 8 BL EL. 
MERHER nd pm ekTEJEORR]. St 上 一 个 点 集 被 称 为 
处 于 一 般 位 置 的 ,如 有 它们 作为 关 后 中 的 向 量 集 是 处 于 一 般 位 置 
n. 

定义 2.3 CP 中 一 个 超 平 而 集 被 称 为 处 在 一 般 位 置 的 ,如 果 集 
中 任意 2 十 上 个 超 平 而 没有 公共 点 。 

引 理 2. Boe 定理 ) 设 f: C-- CP* 是 一 条 全 纯 曲 线 , 并 且 它 不 
全 落 在 Cr 的 一 个 超 平 而 上 , 则 对 任意 a 十 2 个儿 于 一 般 位 置 的 超 
平面 ;Te 至 少 同 其 中 一 个 超 平 面相 交 。 

引 理 2.2 B rO ISi 是 们 中 的 5 个 向 最 。 它 六 满足 条 
件 

tank (vCi) (3) ot) | — 2, 
V [GS kO E1.2:3,4,51, 
则 其 中 至 少 有 三 个 向 量 是 处 在 一 般 位 置 的 。 
证 明 因为 rank {eC} e ,2《3)}= 二 2, 在 这 三 个 向 量 中 至 少 
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有 了 两 个 是 线性 无 深交 WO ve CIO Hio ec), ip X 
(CD 202) 53 不 处 在 一 盘 位 置 , 刚 eD’ d 或 者 OD NA 
e(2), 很 定 vC // vODL RE QGCD OD) CD 也 不 处 在 一 般 位 置 ， 
以 有 有 dy vOD ,或 者 DeC. ilnrankí(ecl,r(35,7(40) 一 2 
fe 1H 004 7v, FÆRI E: UCD.EOD.rOGD HREAB 3E — RE 
BER. EEE, oe, W rankjed) e(32, 70) — 13, 2f 
JR 0€5) // v2) , Nl rank (022, vC) ,e€50 1 — LL. 3X ELMHECE 45 A 
件 不 符 。 证 毕 。 

以 干 定理 是 欧 氏 室 阿 极 小 曲面 论 中 著名 的 Xavier 定理 的 仿 
射 类 似 。 

定理 2.5 dE oxiM—4 JÉ— p ARUEndiurse sm Ui AT 
极 大 曲面 。 如 有 果 MER 5 个 或 更 多 的 处 于 一 般 位 置 的 点 以 及 
E (185XT fed. xCM)4AJE— A 6 DAI 2L) p 3X HE g CM) AEN 
一 个 点 。 

证 明 EM ERZAR €. Gg XWSI 

fiM -e CP? 
Gv) — (Z u,n A Qu 00 A 098,2] , 
H(z Z9) 是 CP? Rusrik ee bns 3E B 
ZO) = ELTE, k= [.,2.3. 


pp T 3e BOR DE 8 38i XH s 07.72 22 B3 3k E 0) fe. 
JF B BIP C100, 2,22, 723 25 €0,0, 00 , ER i E TE E] £F ERTE 
AX AJ. E ye d 2I HE culi ,U!U* U^ JÉ SUED En C EIE 
Z (D ,.£—u/—1e,Jést PEE. ITEE M SE EOS Cs OI 
fe (TEIG REB E maD. R T ONRET 56g Jf E 站 一 
2(J4- L4) —2Jz20, C EHE YT C. RÆ gOMDATRRUUT A. 
EW) =F (W'G),WA'G),W?()] , 
k = 1.2,23.4,5. 
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则 
HCE) + e — "SEE 0, 
Ep 
WIDZE + WEOE + WODZE 25 0, (340 
| k—1,2,8,4,5.  Vé€c 
AERE ANSAT 5 个 平面 


PW GOZ'H-W'O() ZI --W? ()25—0, | &—1,:,5 | 
不 相交 ,显然 {Pi,Pi,… PS HEAR F a OEEEAS RES EZ. 1， 
TEM) ITA XE CP 的 一 个 平面 


P.aZ! + bZ 十 cz 一 1 (35) 
E. Zéxl— AiE AERA E Hermite) dà 
g z! 
7| = L| Z 
V 75 


后 ,可 以 假定 的 方程 为 如 二 0。 这 时 映射 f: M--CP' 可 看 作 瞻 身 
f: M--CP', A 
WC) W' Ck) 


WCE = BCO | = L| WO, 
WICE) HW CEP 


则 qao tixkx5) RAbCF-—R gag. B 
det( W G ,W (3) W (X) 天 0, 
V [54k] CC 11,2,3,4,5). (36) 
我 们 有 | 
PDO 十 WO922 00 十 POOE) 
一 POZO 十 WDZ + WIZE 250, > 
YEE C, ] «kx b. 


BOO) 表示 WOO Diag Dos 办 C2) 二 0; 所 以 
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WC Se) 十 W'OG)Z GOD z 6, 
VEET, ] & £x 5. 
BU fCMO AER ea dE 
(— WOW o)) Ese x 5). 
Hi (36) n] Al 
rank (( — POREO ,L— WD WCG) (一 V^00,W*Q9) }= 2 
V GAE) Cz (0,2, 7,5). 
由 引 理 2.2 可 知 ,在 (0 W^ OD?) | a x5) 中 至 少 有 3 
个 处 于 一 般 位 置 的 点 。 利 用 Picard EE, S GE) 4$2g— DE 
U CM) 在 一 个 平面 上 。 因此 xz (a0 J&—- pr E X HN ER. VD 
9 6 [8] D 9 Tm 
2. 2 和 2. 3 ISO HT [Li-3]. 
L4 APRLACZI B1 e) 的 计算 及 其 应 用 

Bit ,我 们 计算 过 仿 射 妹 的 4J ,将 导 册 了 很 好 的 微分 不 等 式 ， 
得 到 了 仿 射 微分 几何 中 的 一 些 重 要 结果 ,对 于 一 般 的 仿 射 超 曲 面 ， 
要 计算 4J ,得 到 好 的 微分 不 等 式 , 不 是 一 件 容 易 的 事情 。Calabi 使 
HE EIEBE IC aT SIX quomm as 和 nen 
4-1 B] 0. Mmi SB T REE AJILETE. 

在 二 维 仿 射 曲 面 的 研究 由, 尤其 是 在 仿 射 极 天 上 曲面 的 研究 由， 
使 用 复 变 函数 论 的 语言 是 有 很 友 优 越 性 的 ,我 们 现 让 国 述 这 一 芒 。 
本 段 主要 取材 于 Calabi 的 文章 [Ca-6j。 

ix +: 一 4 是 一 个 局 部 严 档 西 的 曲面 ,选择 定向 使 它 的 第 了 
Al JE X 

I 一 ^ how (37) 
是 正定 的 。x(C 形 ) 关 于 A! 申 任 意 的 么 模仿 射 标 架 的 第 二 基本 形式 
都 是 共 形 等 价 于 03) 的 。 这样 ,省 的 仿 射 结构 在 COMO IET — 
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4- H £569 SE RA — 1 dr (708) E S 2S ER EJE E EIE, 
M nA ARAE Z— AE SRIBES DP d 3€ 1T 3x A6 59 TRI 1 a P 
坐标 参数 来 表示 仿 射 微分 几何 中 的 Blaschke 度量 、 Fubini- Pick JE 
起 、 仿 射 第 二 基本 形 武 ,以 及 仿 射 德 分 所 和 何 中 的 基 林 方程。 

在 型 上 村 择 关于 第 二 基本 形式 5637 的 等 温 参 数 uve =u 
+ — lv, Blaschke 度量 可 以 瑟 为 

G = 2F(C,£) del?, (38) 

Ep dedupa ldea d Fubini-Pick 形式 和 和 仿 射 第 三 基 林 形式 在 
lus we TRD EH A481 By, 4€ 


a= n + ~ lm), (39) 

一 本 (二 村- 一 J— Ba), (40) 
则 Fubini-Pick 形式 和 仿 射 第 三 基本 形式 可 分 别 者 为 

A = adt)? + a(d£y, cAi} 

B = BEY + 2LPFdidé 十 BOE. (425 

g| A115 

9 119 2 

xcix) 


393_ 1(9, ara 
a6 97100. ~ de 


Hr Jb iex M 上 的 复 张 量 伐 数 时 可 约 化 为 双 度 (bigraded ) 
的 复线 从 En HAM Prs 为 任意 整数 。 在 局 部 上 ,中 ,由 
UE 人 (生成 ,这 里 当 或 为 负 束 数 时 ,分 别 表 示 GT 或 


| Gp. STERRI FER EL nr — RE ZT HER YR. M 的 


切 从 之 复 化 可 分 成 Eis 0 Esa AIER, ETAT RUE E: dr 生 
成 。 


198 — (fH MC UL Id LAE ELE ET 


Blaschke 度量 的 Levi-Civita IE fft] HERD ATV UI AT AES, 
V—VUCUEVVEdT]VIO.OARUSCE, VRO DURT. 这 些 算 
TFHA ATHER. 

D V.V'.V'gEZToRAESECE BRA] E EERE ffe A 
En 的 任意 截面 yg, 以 及 任意 复数 6c, 有 

T) Ver}=eVYHs 
I) VChdf0-—Vvf-Vfs 

Ko VA -OV rT Vg. 
UE EX] VVV Uum s, 

2) W f E E MGH E g Œ Eos 的 光滑 截面 。 它 们 的 局 
部 系数 用 EDM EDRR, WVF Era PAV’ 在 名. 中 


的 局 部 系数 分 别 为 EEE Sees, 


上 — 9f .. 9f 


4)X] BERE RS EY FUN 
V'F = V'F- D. 
Ei EL. E TE IR ,对 5... TENAR T» ^ 


df .dogF 
v'for x Gp) = gg tX (45) 
" =$ AogF 


对 E PHEEREOEOR RH f —ÁÁ BLF i Ricci 恒等式 : 
[v',V"]f- VV v'v'r—(s—r)FXf, (45) 
其 中 | 
., d logF 
x= E aE 
是 Blaschke HE E AI PTE 63 or E. 
Blaschke e 度量 的 拉 普 拉 斯 算 子 为 
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22 y 
A = F rab 
由 于 av 是 关于 第 二 基本 形式 (37) 的 等 混和 参数 ,显然 有 
[zara re = [zorr] = 0, C46) 


— A Testna] = FO, 
其 中 T. -一 acu = ape = xx ;等 等 ， zr) 的 仿 射 法 和 天 F 和 仿 射 
余 法 天 也 可 分 别 表 示 为 
Y = Pr, (47) 
一 一 MV TFT, X ra, (48) 
式 中 “x "表示 通常 矢量 的 外 积 以 自然 的 方式 扩充 到 复 矢量 。 
irern Y) E TDR OT in wu UQUSUID 是 余 法 浸入 
曲面 U:M—--4" 上 的 一 个 复 标 架 场 ， 它 们 满足 以 下 关系 ， 


Crezi Y |= [EUr Ual = J — lF, ( 49) 
U D 0 1 
Ul- GusY)— | 0 一 下 o0], (50) 
Uy —F 0 0 
AB" RRRA ROSE ERTET 765. 
方程 
z= Dj Mz + GG. 
Y, = 一 DEn, 
U,, —— AW, — BU 
可 以 写成 


Viret Y j = {F an, FY, — Laze Ffr), 
T Zesty Y | = (FY, Fax, — Die  Fo' Pre}, 
V'IU,U,,U;) 一 一 了 — LFU}, 
T'U ta UI) = (Us, — FU —fiU—Fa- U,). 


(51) 


(52) 
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从 {5 站 和 (52) 可 算出 a. 的 以 下 表 迷 式 : 
a —— y — [Yr ri] = V -— [E ,Ue te], (53) 
B = TE ILY sta Ya]  /— FT ss Ua], (54) 
显然 ef 和 BORED HR ETER. BD. e AE C3, 00 0I SE RE L9 JE (2,00 
型 张 量 。 
第 一 类 和 第 二 类 Codazzi FERA 


Y"a = =— FB, 
- | (58) 
V'à— 4... pg, 
V "b ap 一 下 5 + Fap, 
of 3r. 90) 
让 一 二 一 页- 二 十 而- 
3E 十 fa 
高 斯 方程 可 以 表示 为 
t= F ua -- £4. i (57) 


BREF SR T SEU 81 TROC HERE ARER UII 
基 是 调和 国 数 , 因 此 存在 3 个 全 趣 国 数 台 (6 CE, 
ZE)) ,使 
U = < — j(Z — Z). 
FEREZA 2: M—C ERRAN RR A a SA. 
tH C490, 53M C51 RT ATI 
F 一 一 J— I[U,U,,U)]—9 [2 — Z,Z' 9 1 0. 
a = ETE IU l= [Z — zg], (58) 


(ga [2,2 | 
Æ ^ [Z—Z7,.m,Z2y 


422.2 设 x;MM 一 小 是 一 个 局 部 是 的 仿 射 极 大 山 而 ,5 一 4 十 
二 15 是 关于 Blaschke 度 慑 的 等 温 参 数 。 则 向 基 值 的 三 次 微分 式 


= — F~ 
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-W = (aY + prp dgy (60) 
ARRATERA 
È = (V'a — av B)(d£)' (61) 
是 全 纯 微 分 式 。 


要 证 明 这 个 命题 ,需要 以 下 民 数 引 理 。 
5]28 2.3 iX abe d e Rb R^ X C? epi] pp , Blu 
[a,b,c ]Dd,5b,e1 — LDa,5,e][ 2,5, 


= | a,b, d] c,b,e]. 
证 明 
[a,b,cl[d,5,e] — [asbse lid,p,ce)] 
ard a+b are ard a*b aec 


—|b*d b-b brel |b-d beb bec 


Cd. cb cn crd eb pec 
b*«d b*e brd þak 
= — (ne*b) +- €a * e) 
CId c*e Cred cb 
b beeg b*d beh 
十 €a * b) — (ac) 
Ced cc ed pb 
d*c dre drh de 
zu b) — (h*c) 
^c bhre bb bre 
Li | *® de 
qep 
5b bace 
a'h rec gre ， 
= (db dec del= [add l[c.b,e]. 证 毕 ， 
bb bec bere 
命题 2.2 的 证 明 我 们 只 和 需 证 骨 P AAA TAK, 
P = eX Ze, (62) 
e = [Z,A] ue. (63) 


JSCuECO2D0, DH C495, C50. CGM C186» n[ 48 
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y = y 1F-'U, X lh, 
lier -— d 
I = P LL 


2 
因此 
aY 十 fx, =— W— DLL AD x Z 
O SZ 2] ví l 
lTZ— Z.z.z 4 Z) x Z. 


mI RÓT5]28 2. 3 可 得 
[Z — Z,Z' ,Z" XxX Z' —|2',2,2")(Z DY x 
—[2—Z2,2,2 2 xz. | 
事实 上 ,只 需 考 虑 2. 3 T 得 。 因 此 
— /— 12! x 2"(d£). 
岗 在 证 明 (63) 式 ， 
ira — ayip = ZATZ opum] PRA 2M a 
rZ — Z,27 7.27) 
利用 5i 理 2. 3 得 到 
— [Z ,Z' Z] Z — Z,Z',Z*1-4- [2 — 2,2 ,Z" ])Uz £z] 
-—IZ—Z,z.EZlLZ.Z".Z"l. 
因此 | 
| p = [Z Z", Z] t. 
Calabi IHAA RR HMHH T =X Fae Air E A r. 


lal = FCU (aa) = FATIH CT OG + aC 7 a) 
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FCV Va) + CV! V"a + 3FXaYa 4- v "C— aFPD) 


| Frell? + 3J* + F-*FX(— v"tFi)ya — FC— FAB aC 50] 
| V'«l? 4-342 + || Pl? — 2F^3Re(Ca V! f. 


j 


(64) 
id 9 Per ap 3 TuS p, RI | 
p = BV'a-— aN ' B. 

34 ai 时 ， 

aV! f a p) 

| vat d elt — 2r Re( 全 (Vi 一 内 
»dvt-f8p jol. 

把 上 式 代 入 (64) ,得 到 

Z4 mGt- elt (85) 


AH |ie (| =F ea, li e | =FR o ESI a0 (3 5 Sor. XIE 
党 使 a= 0 的 一 点 PCEETE P p AE e= 0, WE dk 1 aA 
6 二 0, 从 而 osm0,pt BIOS) ne A ERN A P a E ee e 
存在 使 a0 的 点 ,利用 连续 性 推出 565) 成 立 。 

定理 2.6 ix z,M— à EA AED NE IST Sep 334 
RAHE. UR ZOT 侣 的 半空 间 内 , 则 zCMO Fe — HE DL 13 
面 。 

证 明 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 M 是 单 连通 的 。 由 于 =J 
TL—4z0p A 性 是 仿 射 完备 的 ,根据 Blanc 和 Fiala 定理 (参看 
[Bla-F]) ,型 必 共 形 等 价 于 0C。 由 于 ZzCM) 落 在 O 的 半空 间 中 ,在 
在 人 上 的 一 个 非 平 凡 的 复线 社 铺 数 。 记 与 的 复合 产生 一 个 全 
^E YR XX 0: M— C, HIET C. 的 半 平 面 内 ,由 刘 维 尔 定理 得 8= 常 数 ， 
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H ZCADT&TE— TACEAM. Bit 
p = E.EU.QZU) = 
从 而 


IA ~ M. 


xX R5c RARE RENE 4$ T3GISQ. BDSBLDXÉ S 3 中 的 举 理 
3. 4 可知 Je50, Di xCI) 是 一 个 燃 圆 抛物 面 。 证 毕 。 
定理 2.7 设 z.M—A 是 一 个 局 部 严格 沾 的 个 射 完备 的 念 射 极 
大 上 膨 面 。 如 果 存 在 一 个 正常 数 C<3 ,使 
lel «cJ (66) 
mi e CAL) di — ARRA DL HT 
iB] 出 65) 各 C66) 可 得 
AJ ze 2(3 一 CJ. 
由 于 CGC 之 3; 以 及 第 二 章 3 3 中 的 定理 3.4 可知 ,一 0。 证 毕 。 
fI FI SESS COS) ,可 以 把 定理 2. 5 加强 ,得 到 下 面 定理 (参看 
[Li— 4]) 
定理 2.8 iez: MA R— jdm 4 gura segemgim 
RKA. 15 8 8 iR OTR 4 个 或 更 狼 航 处 于 一 般 位 置 的 
点 以 及 它们 的 对 径 点 , 则 x CO JR DIL I 
证 明 定义 映射 
f:M-—-CP 
Gr,v) — (W!Qi, v) ,W*Qu. 022 W^. 2)] , 
XUHB «e JS EC. O, w, WOE CP? 的 齐 座 坐 慰 ; 并 且 
W'G. v) = AT — 8, k= [,2,3. 


TEM M 到 CP PJAN], 490 MARR 4 个 或 更 多 的 处 在 一 
舱位 园 的 点 以 及 它们 的 对 径 点 ,由 定理 2.5 的 证 明 以 太 Borel 定理 
CEISIR 2. DACOM GET CP! 的 一 个 平面 P.aW'2-b5W?- Few? — 0 
E. 由 
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a 7 7 3 6 
Ee La 
dh dé" dj 8 dé E 
利 HD) 伍 于 平面 了 上 可 各 
a OL LAE ZE |= ñ 
"o8 RR 7 
因此 
pa) 3J. 


从 而 在 ME 4-0 0] za HERD TE. VES, 
caiabi 进一步 计算 了 本 | e ?十 A 的 拉 普 拉 斯 。 首 先 
AQ 8l = lA HE YY A) 
— 3A ECI EBD ("8B)) 
= Jl FSF ?aapB + 2F Re( CV apy 
+ (Vp) VE) — S B EECV D V 
十 Faa E + F Rele T'A] 
= alaei HAAV 
-+ 2| 81 R Re CV DA — F l g h Rela VD). 


(67) 
*ü Gr C64) 5 C67) IEE: 
4C 十 NEN) = 4 ae EAM 
—3| a] D Va rep TI LEER OR VR 21 la 


-F APR dta d lt ag — agt ij? 
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23lel*4- 21 72H a — af i. (68) 
5 IL pi :一 村 上 号 由 不 等 式 (68) 我 们 得 到 下 面 定理 。 
定理 2.9 设 z:M->44 是 局 部 严格 山 的 , 仿 射 完备 的 仿 射 级 大 . 
HI. £ FEA XE C0. E M E 
J 4.2] 8| ex €; 
则 CAD J& —^A- FR DR A TT 
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第 五 章 ”几何 不 等 式 


$1 dMRCTGEA 


本 节 研 究 经 典 的 等 周 不 等 式 的 仿 射 燃 似 。 我 们 先 交 竺 一 下 本 
音 所 用 的 此 个 记号 和 术语 。 

设 M iU CBBIEDER. 在 ?中 引入 一 个 与 4+ 的 体积 
元 相 一 致 的 内 积 *“，”; 即 关于 内 积 ”“，。 ”的 标准 正 交 基 确 定 的 有 向 
KERA 1, Cann, 8 39 EHA SCN) 表示 M 的 关于 Blaschke WE ` 
其 的 体积 ;用 SUDAR MARATE BE UL EER., M 图 成 
Ati 中 的 一 个 凸 体 ,这 个 丁 体 的 a 十 1 维 体积 也 是 仿 射 不 变 的 , 几 
VAMD) 表 示 它 。 为 了 区 别 起 见 , 本 章 中 我 们 称 SOM LSEGOID 5 A 
M 的 仿 射 “面积 ”和 欧 氏 “面积 ”, 而 称 VCM) 为 M 所 围 的 “体积 ”。 
对 于 如 中 的 卵 形 面 ,Blaschke 利用 Steiner 的 对 称 化 方法 证 明了 

(SODPZ 120V (M), (1) 
MB M 为 椭 球 时 上 面 等 号 成 立 。 不 等 式 (1) 称 为 仿 射 等 周 不 等 
式 ,Blaschke 的 证 明 方 法 对 一 般 的 * 也 适用 ,本 节 将 证 明 一 般 的 # 
维 仿 射 等 周 不 等 式 。 


1.1 Steiner 对 称 化 
WU MUS EY hij MEH.. 为 任意 一 超 平面 ,上 是 与 天 垂直 
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的 直线 。 令 MH 的 所 有 平行 于 1 的 缠 溢 1 方 何必 平行 移动 ,人 司 弦 的 
中 点 落 在 上。 所 有 被 移动 后 的 纺 组 成 一 全新 的 凸 体 , 它 的 表面 
是 一 个 旷 形 面 , 记 为 M., 这 种 由 卵 形 面 M 造 出 一 个 新 的 卵 形 面 用 
的 手续 称 为 Steiner 对 称 化 。 下 而 我 们 用 分 析 式 子 来 表示 Steiner 对 
称 化 ， | 
AARRE R fitr sao EFE P 的 方程 为 2,4177 D, 
作 平 行 于 on MHES M 相 切 的 直线 ,它们 与 天 的 交点 配 成 PP 上 
的 一 全 凸 区 域 9 它们 与 M 相 切 的 切 点 集 把 M 分 成 两 个 超 曲面 ， 
分 别 记 为 卫生 。 五 和 到 分别 可 用 定义 在 号 工 的 两 个 凸 函 数 于 
Hi F#m El 
Er Tagi fGn.meen), (2) 
A. A. r1 zm ——À f(zi,221,*7,z2, (3) 
Crott’) € Q. 


和 子 的 海 森 和 矩阵 都 是 正定 的 .大 也 被 分 成 两 个 超 曲面 Zom P.C 
们 可 以 用 了 和 于 森 孙 如 下 ， 


Ér aa = UG so) 十 Ys). T 


$$ zi fo 4) + Gs n). (5) 


显然 , 若 型 为 EU pESXENREROE d M 对 也 是 光滑 卵 形 面 ,我 们 
要 研究 经 Steiner XE fita 5 CM XXL V OM0JE SERE EA. 
定理 1.1 BM À EU 中 的 出 形 面 ,PF 为 任意 一 超 平面 。 作 M 
AF P$ Steiner X ERG GEL BR SE M. NU 
SCM) zz SM), (6) 
FORD = YCM). (7) 
不 等 式 (6) 中 等 号 成 立 的 条 件 是 ,MM HRBET P 85Z BUB X 
在 一 个 超 平 面 上 ， 
加 证 明 这 个 定理 需要 下 面 的 引 理 。 
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832 1.1. ix T, EATER 5 阶 对 称 和 矩阵 ,出 


> x Laer) trae ( det(Q)) 直下 (8) 


(8) 中 等 号 成 立 的 条 件 是 了 一 @。 | 
证 明 AA TA O EIE XEAE BE LER EG RT E RTE, BEERE 


非 退 化 的 矩阵 四 使 
Ài 1AE Hi D 
T=E (^ HB. Q—E 和 E 
0 | 和 Ü | Hn 
因此 仅 需 证 明 下 面 的 不 等 式 ， 
人 和 -人 
> Gio ap Gua Y]: (9) 


其 中 ALAS nm LA Mi ess 都 是 正 数 。 由 Holder 不 等 式 有 
epe epee 


1 ! 
zt 31 (AAA 十 Guia] 


其 中 等 号 成 立 的 条 件 是 ， 
O a 
fii v Ha Hia ap 
因此 


EPEA 


1 1 i 和 
>|- (aAA 十 Coupe | 
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l j 
>- (MX 十 Cei] C125 


最 后 一 个 不 等 式 利 用 了 zke<1) 的 旧 性 由。(i12) 中 等 号 成 立 的 条 
件 是 :为 和 2… 扩 一 山大 有 。 国 此 58) 式 成 立 , 并 县 等 号 成 立 的 条 件 
JE r A = Ha p Aa iry "t y An = Haa WE, 

定理 1. 1 的 证 明 ”不 难 算出 IM Ý fü Blaschke 度量 的 体积 元 分 


3| 25 
at) Fan A am A n A dn, 
AH 
[se ( 2)” "dz, A dz, A * ÀA dz, 
因此 | 
sao = (Ata) ee) ^) 
i A dx; A oe ÀA dz. 
同 理 
S(M) = al det H z £) 十 3l x1 | 7s | 
A dz; A 9 A dz, 
利用 引 理 1. 1 可 得 
SCM) zx SCM). 
当 S(M)-—SCM) 时 ,对 9 中 和 任意 一 点 有 
Pp PFO 
Andr, a 


从 而 


(D 本 书记 说 的 同 梢 囊 是 指 它 具有 正定 的 六 森 和 矩阵 ,这 与 通常 数学 分 析 中 的 定义 
不 同 , 本 书 中 的 凸 臣 数 对 忘 数学 分 析 中 的 叫 函 救 ， 
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f = f — Eur, — h, 
Hte Oi) o ERR ODI EIT za WAIA A RA 


向 并 


Tp, 二 Cf -= 3 Qna tà. | 


即 在 一 趟 平面 上 。， 
等 式 人 47) 是 显然 的 。 证 毕 。 


1.2 ERARE 

定理 1.2 W OM ASA Gn BEP, M MEE RU 
ha OE TZA p AE E SM EAR, 

证 明 我们 且 用 数学 归纳 法 证 明 。 EH a=] FIELE] 
FIE A ER A E 
&k -— 77 |] EJ FE 17 94 851 FH EL 3E — 
AE, MUN 
E AH RHR CD, UO i CD 
PU. KIRTI DPA 0 的 一 采 
为 48。 我 们 断言 ;所 有 平行 于 OD 
的 弦 的 中 点 都 在 AB E. WAE 
它们 的 中 点 组 成 的 继 必 热 经 过 点 D, 设 该 驴 汶 本 ,显然 EF 不 与 
CD Hr. Bum EFE AB RE, EREET CD AII GH, {H 
CE EF f AB Z3] J. EPIT AB KJEE GK 和 HL, 
它们 与 6D 分 别 交 于 MN PS., X RPUXUD GMNH 是 平行 四 边 
形 ;,CM 一 NN。 连接 KL CZ ABCEOP HR. 因 氏 是 由 所 有 平行 于 
AB Ba3E S b E EUR A OM e MKLHN 二 NL。 国 此 ,GK — HL, PS 
JE GKLR 是 平行 四 边 形 ,从 而 KP=07 .PL==JH,KL 平行 于 CD, 
由 地 EF 是 由 平行 于 CO 的 蓄 的 中 友和 组 成 ;以 及 KL 平行 于 67, 所 
以 KLARE 斌 相安, 设 交点 为 8。 TRQGISHIKQ—QL, Hie 


212. BYMAN | SER LITAR 


ÄP PL = 4H «UJ = KP, 
381113 3—7T- FA. PRERE M a. e a MST, Rj 
可 以 假定 ab 与 CDIESS. AEA HRERL F 48 对 称 , 义 关于 CD 
对 称 , 因 此 必 关 手 90 中心 对 称 。 过 0 和 任 作 一 缠 1, 设 所 有 平行 于 缠 
的 弦 的 中 点 组 成 弦 所 ,由 前 面 所 证 ,所 有 平行 于 已 的 弦 的 中 点 必 在 
h EBP n EFIT BRI ELE. BE S —3X* $2.2 可知,{: 所 在 的 直 
SiE A EARR INER. fefe o WR meos "p BUS Ur3] 
UE EGECETI.*sXSEEUIE A, 
z" = Ar, (13) 
其 中 2# 开 未 甘于 仿 射 弧 长 的 二 阶 售 商 。 针 513) 可 短 
y" == àig -d Ar, 

[73 z^ //z' AE 2 — 0, Bf X — e 2E. Bon ue e 9 (5 8 DEO E 
A. mn3—3 52. l AEA A RRRA AE Es 23 88 ER. 

REER 1.2 对 4 一 上 和 成立 。 考 虑 AT hp SE M, E RLE 
定理 1. 2 中 的 条 件 。 EBEN PZN A qm P AR 
Tk EMER. TIEA GO C Ld GEXEOq.239&(T. HEAR 
W. Eie A kE, 因此 M 与 任意 超 平 面 的 交 5 如 亲 它 们 相交 
EID A SA k ERER, 从 而 M 是 一 个 * 十 1 维 椭 球 。 证 毕 。 


L3 ” 仿 射 等 间 不 等 式 
现在 证 明 本 节 的 不 要 结果 * 仿 射 等 周 不 等 式 ”。 
定理 1.3 F AN PATEE NEN M A 


(SCM))' "xz Crt PEMO V, (14) 
式 中 
f ++ -1 
0.4) = err, 


表示 a 十 1 维 欧 氏 空间 中 的 单位 球 所 界 的 体积 ， 当 且 仅 当 M SUE 
RER GA PRJ E S. c 2 
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证 明 TH XCuEBH.m' 中 性 一 师 形 面 MN 
(SCMDO) "s € orl SG EL (15) 
设 M 的 高 斯 曲率 为 KI 0, W] M 的 Blaschke 度量 的 体积 元 为 
dS 一 KUS, 
HP dS: 为 4 前 诱导 度量 的 体积 元 。 册 经 典 的 不 等 式 有 


Jus" ub pd o 


jas: < fis, fass 
M 


ABO Rag 中 单位 球 的 面积 ,0. 一 上 4 二 To PRO XU 
Af, o 
我 们 作 一 个 其 所 界 体 积 为 FCN) 的 标准 球 ose 的 欧 氏 面积 为 
S,Co) = a H Dorv (MD, 
根据 W. Gross 的 收敛 定理 (参看 [Blas-2] 的 $115) ,对 任意 670, 
MJ. NM 出 发 ,经 过 适当 的 ,充分 多 的 Steiner 对 称 化 ,可 以 和 示 出 一 个 


SelM) < SgCo) + e 
HERE 1. 1 以 及 (15) 式 ,我 们 有 有 


SOM) LSM L [a H Do 1 Se)) HTA 


sg [GO 十 Yoder) + ent? ]? e 
由 于 是 生意 ; 国 此 有 
GSCMO)'? ER 二 lep Se Co) Yt! 
== {n + 01)" ol a4(VOMOD Y. 
所 以 C14) 对 任意 卵 形 面 成 立 。 当 
(SCM))? — (n + 1Y*"*02, (MD 
时 ,并 的 与 任意 方向 平行 的 弦 之 中 点 部 在 一 超 平面 上 。 因 若 不 然 ， 
必 存 在 一 超 平 面 P.M XT. P ff) Steiner 对 称 化 后 得 到 孵 形 面 M, 
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将 有 
SCM) > SCM), 
FCM) = VCM). 
因此 对 M 来 说 ， 
GOL)? 2 Ga H Toia CV CM Y" 
与 514? 了 矛盾 , 册 定 理 1.2, M WARR. EE. 


$ 2 关于 各 阶 仿 射 平均 曲率 的 不 等 式 


UM E a Ayy E. :由 公式 
# = J + Li 
AE BI RS 


] Las < [xis = dr, (1) 
当 L0 在 村 上 上 处 钼 成 立时 ,上 由 第 三 章 3 上 中 的 定理 3530.47 
0,2a2>0。 从 而 
并 
国 此 有 
| VTas < [ras < dr. (2) 
| Vzads 实际 上 是 M 的 仿 射 法 矢 像 的 中 心 仿 射 度量 的 体积 。 de 
的 目的 是 拒 公 式 61) .2 推广 到 商 纹 。 
2. 1 RER 
^ rU RB RIM IA TAi BSESTEP 


概念 ,以 及 关于 混合 体积 的 ALexandrov-Fenchel 不 等 式 。 详细 的 撤 
述 , 请 参看 [BuZ].[Blas-3] 等 著作 ， 
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i ww 是 由 中 的 任意 两 个 止 集 ,是 一 个 实数 。 定 义 
MN 二 Ns 二 {a 十 b|a cC Nb c Ns, 
AN, = {la € Nib 
定理 21 (Minkowski) W Ni, Nate, Ne Je s RIAL AR 


是 * 个 非 负 实数 。 则 PN. 的 体积 Y( ANO. 可 以 表示 为 
Ai Jas ttt s Ae AJEA EXER 
VCD ANO 一 VON, vtm M A A A (3) 


HP RIE VON Nio t ANDRET MiNt 是 对 和 你 的 。 

定理 2.1 PERAR TO SN IH oN OPA Nio N Sen, 
N, BREJE., WIRON, No AOW T UNS RS DETRLBB V 
fw 

我 们 可 以 拒 (3) 式 改写 成 


E 
VESTAN) 
= 1 


ni F F 
== ON, Papag Ni P A eA CA) 
S22, PIPA nP 1? di i "a 


H PKA REX » 85 Er v] BER Ar RE n m Pit t Prs BETT ISP: 
Pour P, JE B ARG 
VON; Piper g Ai Py) 


一 EN (5) 
— m — 
pi 个 p. 个 


下 而 介绍 混合 体积 的 一 些 简单 性 质 : 
D EXP. 
VON Ns, Na) — VEN SN, yo NL) $ (6) 
ErP heu RE 1.2, 的 任意 一 个 排列 。 
2) 非 负 系数 的 多 重 私 性 性 质 ， 
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设 ezÜ.eyzz0. W 
eaga 十 e N No. IN.) 
一 ay Na NS, NL) d- aV CN Nes NL). (7) 
3) 平移 不 变性 。 
设 a € T, leis, 
VCN, A+ a, Na e m INL F n) 
= F (Nis Ns NO. 
4) — ZEGUHBMSEIT. 
设 了 是 汪 中 任 一 苑 模仿 射 变换 , 则 


人 (和 (9) 
5) 单调 性 。 
i NN 是 npn BUE 
NEN,, Ein. 
ni | 
VON Ns ND LVN Ns INL. (10) 


作为 DEJE 25m ER EE fun e 

1k JL 48 E e RERAN ARR VOA, Nata V0 UB 
Nao Nae N PHARMA EMY E, 

X Tiu d Hmm sa IDE pP ili] Alexandrov- 
Fenchel 73$, 


定理 2. 2CAlexandrov-Fenchel ) 
[GN o Norna AN J* 


E VON eN oN prea NAVEN, NS, NI ML. CIL) 
我 们 写 出 6 人 1 的 两 个 直接 推论 : | 
LVCN Watt QAAE pe- 了 (12) 


[VON kh D P ZRVCON — Ga b, -H OFCN, kA 1,L,£— DD). CI) 


2. 2 f Las HEFP 


(i5 8 a 7 IL jer A JumA NX ZlY 


iM 是 4+: 中 的 卵 形 面 ,我 们 设法 把 仿 射 平均 曲率 二 在 以 
上 的 积分 与 某 琴 个 两 体 的 混合 体积 联系 起 来 。 引 入 羽 下 的 微分 形 


{ ! | 
d, — (nr DIL ill "T4 7 "B. nen UY. — z | CI) 
k f- n 一 上 个 
| 
=y p ds dYda es] 
1 — mM 
kA (15) 


D xk, 


Huh rd M P)RDEDKGE.Y 是 MODA. 
it M BITS IT ÓAERROXEQGLDIEXESXXSERUPDT LIL0d4EM E 
处 处 成 立 ( 第 三 党 1 "REPE 1,3)。 由 于 OM ENUE, A go 
一 YCM) 是 卯 形 面 。 令 t :二 ?x 一 上。 考虑 下 面 的 即 形 面 族 ， 
y = ty F frp M — A+, O. 
M, ix CM Br XE] ACER 2g 


ri ^ 


VM) — [ d dz, rn ds m a, | 


| 
( f ) m 
M 


— | » (nem -F. dA). < i0) 
" / 


COMER M. PICE. H T Y,——XEBi,M MYM) 
在 对 应 点 有 相同 的 欧 氏 单位 外 法 向 量 。 贝 冲 体 的 理 沦 ,我们 有 
COMO) = CM) TC YCM 2). 
因此 YOMD 可 以 用 混合 体积 表示 如 下 : 


一 所 十 | 
VCMO = Xl " jm. CIT) 
gr 
1 一 | CM nM. Cb OM)... — YOCOMD). (18) 
u 4- | -— È |" k T 


EFECOM) H 
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1 


erpe e 


1 和， 
T .= [ds 
M 
由 于 
d oq 
(a L0)! [— dY ^, — dY dzy tt dE, Y ] 
" 
= Py, — cf. 
因此 
E 一 一 [r C20) 
M A 
我 们 得 到 
Vi = ua. (21) 
M 
另 一 方面 ， 
sr" ay, al dl — Ype da — 
1] wp” ; 
—À opens: 
因此 - 
Vit! 一 Iv, ^74 h | nas. (22) 
M M 
特别 ， 
l 
六 = i ; (23) 
Vs == VCM ). (24) 


上 一 节 的 等 周 不 等 式 可 以 写成 
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V1? uL oiuV*, (25) 


由 不 等 式 (13) 可 得 
Vi — Vi, , Fiir (25) 


JU logs, Os kscu- 1,28 4E k B ER SE. (267 式 表明 离散 点 (logTo)， 
0 x renard, Kg OH RB] REND. m 3$ xA C250 dE HR os 


(SEE togo 不 位 于 连接 点 (0,1ogYo) 和 点 ( 1 JogF 052 27 T di 


UI DH XE REGE DEA A JE OKEE nt rec 2 的 整数 办 
— 


k' JETE G, iog) AH Ck sloge ) PA 点 人 的 gZ — XE XE C slogos D 之 
下 ;因此 
Vey z Ost B (27) 
特别 当 2 为 偶数 时 ,有 
| Vui A ahi (28) 


当 (277、28) 中 等 导 成 立时 ,有 


pt = 02 LiV3. 


Mmi 是 梢 球 。 从 22) 我 们 得 到 下 面 定 理 。 
定理 2.3 i M EAn pi ME., S Lo EM Ekik 


立 。 则 对 满足 OELE Latic EERE e! ,有 
Qad-2—k 2p T2 
| Iw ds (J «c opr, (29) 
M i A 


特别 , 当 有 为 偶数 时 


| nas « 0., ( 30) 


2 
M 


oci) 


3B 24 M 为 椭 球 于 ,29) 和 (3 站 中 的 等 号 成 立 。 


式 中 
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2,3 仿 射 法 天 像 的 体积 的 上 徊 

现在 我 好 把 会 式 4《2) 推 三 到 高 继 。 当 (8 严格 正定 时 ,ED) 也 
T — P SEJE 181 Hep D BER IOS — Y uL Y (a it pon D SERE SE 
XJ (Bo) TE M 上 选取 局 部 2 SIS S] RASTA [riens TM ert 1 TE £1 
e c TM, Gm, e15 Y, R] Y CAE Rz npo (831 BE COS SER TE 
积 为 


| | det (B,48 = | SLS. 
AC Af 


因为 
Leer po 
M M 
fes Jas 
l d r 
我 们 有 
{| VL) < 45 : [uas 
H " M 
= {n + 1XViY,., 
DJOp^ om : V -i ] UE 
== (f + IPF eJd ond 
Z0 OOV. rt? 
EO d- ofhi = 0r, 
HI 


| STAS « o. 
当 | V LAUS 一 口上 时 ,有 


T "1 
L QUE? — Vo o, s. 
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因此 M 必 为 权 球 ， 于 是 我 们 已 经 证 明了 下 面 定理 。 
定理 2.4 设 M E wt "PHI GR LIO 在 M EAE. 
则 M 的 仿 射 法 矢 像 YCMN) 按 中 心 仿 射 度量 的 体积 | Eas 满足 


AS S On 


4 HA M ARRI, ESSR. 

本 节 中 的 定理 2 3, EH 2. 4 4E Fh. EEIT Calabi 的 文章 LCa- 
4]. BESTE ÉS dk , fi 2 SEI EE — rr PC; S1 245 (E85 SEE] 于, 然后 
作 一 卵 形 而 M.pE M 的 仿 壬 法 和 天 像 恰 为 型 ,其 中 要 用 到 Minkowski 
问题 的 在 在 性 和 正则 性 。 
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